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1 ENSEMBLES MESURABLES 


Soit X un ensemble. Une tribu € sur X est une famille de parties de 
X,TCP(X), telle que : 


T1 XET; 
T2 EET implique E =X\EETZ: 
T3 E, € T pour tout n € N implique [,,0ù En € €. 


Les parties de X appartenant à T sont les parties mesurables de X et 
la paire (X,T) forme un espace mesurable. 


Une algèbre de Boole (ou un clan) 4 sur X est une famille de parties 
de X telle que : 


A1 XE%; 
A2 EE implique E=X\EE; 
A3 E;,E2 € À implique E1 U E2 € A. 


Toute tribu est une algèbre de Boole. 


Une classe monotone M sur X est une famille de parties de X telle 
que : 


MOI FE, eMet E, € Eny1 pour tout n € N impliquent [Jen En € M; 
MO2 FE, eMet E, 2 Eh, pour tout n € N impliquent [en En € M. 


Toute tribu est une classe monotone. 


Soit G une famille quelconque de parties de X. La tribu engendrée par 
&, T(6), est l'intersection de toutes les tribus contenant 6 — il y a toujours 
au moins une telle tribu, nommément SX). C’est donc la plus petite tribu 
contenant G — l'intersection d’une famille de tribus étant en effet une tribu. 
On à de même les notions d’algèbre de Boole engendrée par 6, A(6), 
et de classe monotone engendrée par 6, M(6). 


Exemple. 
Soit (X, 9) un espace topologique. La famille O des parties ouvertes 
de X est donc telle que : 


O1 ,XEN:; 
O2 O, € 9 pour tout à € À implique [J, 4 On € 9; 
03 O1,02 € 9 implique O0: € D. 


La tribu borélienne sur X, 8 x, est la tribu engendrée par 9 : Bx = T(9). 
Une partie O de R est ouverte si et seulement si à chaque x € O correspond 
rx > 0 tel que x —r,,2+r,[C O. Ainsi BR est aussi engendrée par les seuls 
intervalles ouverts |a,b[ mais aussi par les intervalles de la forme [a, b] ou 
encore par les intervalles semi-infinis du type | — co, b|. 


Exemple. 

Soient (X1, #1) et (X2, T2) deux espaces mesurables. La tribu produit, 
T1 X To, est la tribu sur l’ensemble produit X1 x X2 engendrée par la famille 
A des rectangles mesurables, c’est-à-dire par les ensembles RÀ de la forme 


R=E x E avec E1 E T1 et Es € To. 


Soient X1 un ensemble, (X2,%2) un espace mesurable et f : X1 — X2 
une application. L'image réciproque de #2 par f, 


F7 "(&2) = {F7 (E2) | E2 € Do} 
est une tribu sur X1. 


Exemple. 

Soient (X,T) un espace mesurable et X’ € &. La trace T de T sur X’ 
est l’image réciproque de T par l’injection canonique à : X’ — X,i(x) = x. 
En d’autres mots, 


T'={E CX'|E =EX',EES}. 


Théorème 1 Soient Xiun ensemble, (X2,%T2) un espace mesurable et f : 
X1 — X2 une application. Si T2 est engendrée par G2, alors T1 = fl (>) 
est engendrée par &1 = f-!(G2). Symboliquement, 


Toro 


Démonstration. 
Soit G1 la tribu engendrée par 61. Puisque T1 contient 61, T1 contient 
G1. Considérons alors 


G2 = {E2 € X2 | f (En) € Gi}. 


C’est une tribu sur X2 qui contient G2 donc qui contient 2. D'où 


Ti = f (LT) C f (Go) C Gi. 
C.Q.F.D. 


Si (X1, T1) est un espace mesurable, X2 est un ensemble et f : X1 — X2 
est une application, l’image directe de T1 par f est la tribu f,(&1) sur X2 
définie par 

AT) = {E2 € Xo | FT (E) € Hi}. 


1.1 Exercices 


Justifier toutes ses réponses. 


1. Vérifier que BR est engendrée par les intervalles ouverts ]a, b|, par les 
intervalles de la forme [a,b] ou encore par les intervalles semi-infinis 
du type | — co, b|. 

2. — Soient X1 un ensemble, (X2,®%2) un espace mesurable et f : X1 — 

X2 une application. Vérifier la relation 


FALSE) 
ae A ae A 


En déduire que l’image réciproque de la tribu 2 par f est bien une 
tribu. 

— Soient (X1,T1) un espace mesurable, X2 un ensemble et f : X1 — 
X2 une application. Montrer par un exemple approprié que la famille 


(Gi) = {f(E) | F1 € Ti} 


n’est pas nécessairement une tribu sur X2. 


3. Soient T et &> deux tribus sur X. 
— Montrer par un exemple approprié que T1UT2 n’est pas nécessairement 
une tribu sur X. 
— Montrer que 


SE U T2) = T({E1 U Es | HET, HE 2) 


4. — Soit & = { A1, 42,..., An} où A1, 42,..., A, forment une partition 
de X — les À; sont non vides, deux à deux disjoints et leur réunion 


est À : " 
X = Ÿ Ar 
k=1 
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(on désigne une réunion disjointe par ÿ ou par + plutôt que par (J 
ou par U). Déterminer (6). 

— Soit 6 — {A1,42,...,4,} où A1, 42,..., 4, sont des parties quel- 
conques de X. Déterminer &(6). Quelle est la cardinalité maximale 
de F(G) ? 

. Soit 6 = {A,B}. Déterminer &(6), A(G) et M(6). 

. Soient X un ensemble, J un ensemble infini dénombrable et D — 

{D;}jey une partition de X. Montrer que T(D) est isomorphe à P(J). 


. Montrer que toute tribu infinie T sur X est non dénombrable. 
(Suggestion : supposant le contraire, les ensembles 


E(a)= (NE 


xEeËEET 


formeraient une partition infinie dénombrable de X). 


. Soient X un ensemble, J un ensemble infini et D = {D;}jez une 

partition de X. 

— Montrer que la famille 3 des parties de J qui sont finies ou cofinies 
(dont le complémentaire est fini) forme une algèbre de Boole sur J. 

— Montrer que A(9) est isomorphe à 3. 


. Soient X un ensemble, J un ensemble infini non dénombrable et D = 

{D;}jez une partition de X. 

— Montrer que la famille T des parties de J qui sont finis ou dénombrables 
ou qui sont cofinies ou codénombrables forme une tribu sur J. 

— Montrer que &(9) est isomorphe à &. 


2 FONCTIONS MESURABLES 


Soient (X1,%1) et (X2,%2) deux espaces mesurables. L'application f : 
X1 — X2 est une application mesurable si 


mien. 


Si G2 est un ensemble de générateurs pour T2, alors, en vertu du théorème 
(1), f est mesurable si et seulement si 


fr (G2) € Ti. 


M((X1, T1), (X2, &2)) désigne l’espace des applications mesurables et, en 
particulier, L'(X,T) = M((X,T),(R, Br)) est l’espace des fonctions mesu- 
rables sur X. Ainsi, 

fe L{X,T) 
si et seulement si 


{z| f(x) <bjet 
pour tout bER. 


Exemple. 
Soient (X1,91), (X2,92) deux espaces topologiques. Une application 
f: X1 — Xo est continue si 


FE Dr. 


C((X1, 91), (X2, O2)) désigne l’espace des applications continues et, en par- 
ticulier, C(X,9) = C((X,9),(R, Or)) est l’espace des fonctions continues 
sur À. On a donc 


C((X1, 01), (X2,O2)) € M((X1, Pi), (X2, Da) 


et 
COEUR Sr): 


Exemple. 

Soient (X,T) un espace mesurable, X’ € T et f € L°(X,T). Alors la 
restriction f’ = f/X’ de f à X’ est mesurable relativement à la trace T’ de 
T sur X’. Réciproquement, toute fonction 


fEL (x ,#) 


peut être prolongée à une fonction 
fe L(X,®) 
en posant (par exemple) 


f(x) =0si x é X!. 


Soient (X1,%1), (X2,%2) et (X3,%3) trois espaces mesurables et f € 
M((X1, 41), (X2, 82), 9 € M((X2, T2), (X3, T3)) deux applications mesu- 
rables. Alors la fonction composée 


gof: X1 — X3 
est mesurable puisque 


(go f) (83) = f "(97 (3). 


Théorème 2 Soient (X,T), (X1,%1) et (X2, T2) trois espaces mesurables, 
fi X — X1 x Xo une application et fi : X — X3, fo : X — Xo ses 
composantes. Alors 


Î € M((X, Œ; (Xi x X9,T1 x T2)) 
si et seulement si 
Ji EM((X, ©), (Xi, T1) et fa € MX, TE), (X2, T2)). 


Démonstration. 

Les projections 71 : X1 x X2 — X1 et m2 : X1 X Xo — Xo, m1((x1,2)) = 
æ1, M((X1,T2)) = t2, sont mesurables. Si f est mesurable, ses composantes 
fi=mofet f2 = m0 f le seront aussi. Réciproquement, f est mesurable 
dès que f1 et f2 le sont puisque qu’alors f-t(R) CT : 


FE x Eo) = fi (Ei)f5 (Eo). 
C.Q.F.D. 


Une base ouverte pour la topologie O de l’espace (X, 9) est une famille 
Ÿ’ de parties ouvertes de X telle que toute partie ouverte de X puisse s’écrire 


comme réunion d'éléments de 9’. L'espace est séparable s’il possède une 
base dénombrable. Si (X1,91) et(X2,92) sont deux espaces topologiques, 
la topologie produit O1 x O est la topologie sur l’ensemble produit X1 x X2 
engendrée par les rectangles ouverts 


O1 X Où avec O1 € O1 et Où € Oo. 


Elle est séparable si O1 et O2 le sont. 


Théorème 3 Soient (X1,9:1) et (X2, O2) deux espaces topologiques séparables. 
Alors 
B x, x Xo = B x, X B x, . 


Démonstration. 
On a toujours Bx, x Bx, € Bx,xx,. En effet, la fonction identité 
LT: X1 x Xo — X1 X X2, I(x1,t2) = (x1, 22), appartient à l’espace 


M((X1 X A2, Bxixx2), (A1 X X2,B x, X Bx:)) 
puisque ses composantes sont mesurables (théorème (2)) : 
(T1 o I) -!(O:) —O, x Xo et (T2 o I)-!(O>) = X1 x Os. 


Réciproquement, 8 x, x 8 x, contient tous les rectangles ouverts donc toutes 
les réunions dénombrables de rectangles ouverts c’est-à-dire, sous l'hypothèse, 
tous les ouverts. C.Q.F.D. 


Exemple. 
On a 
Br2 — BR X BR. 


En particulier, une fonction complexe f sur un espace mesurable (X,T), 
f:X — C, est mesurable si et seulement si sa partie réelle Rf et sa partie 
imaginaire Sf le sont. 


Un espace métrique (X,d) est un ensemble X muni d’une distance 
d:X x X — [0,+oco| telle que 


D1 d(x,y) = 0 implique x = y; 
D2 d(x,y) = d(y,x); 
D3 d(x,y) < d(x, 2) + d(z,y). 


SECXetxEe X, la distance de x à E est 
d(x, E) = inf{d(x,e)|ee E} 
et la boule ouverte de centre x et de rayon r > O0 est 
B(x,r) = {y | d(x,y) <r}. 


Par définition, une partie O € X est ouverte si à chaque x € O correspond 
rx > 0 tel que 
PR ENEO: 


Théorème 4 Soient (X,T) un espace mesurable, (Y,d) un espace métrique 
et fn € M((X,T),(Y,B%)) des applications admettant une limite f : X — 
Y. Alors f € M((X,T),(Y, By)). 


Démonstration. 
Soit O € Y un ensemble ouvert. Les ensembles 


- 1 
Ok = {y | d(y, 07) > Pa 
sont ouverts. Les ensembles f; 1(0;) sont donc mesurables et les ensembles 


(OX) 


n>N 


le sont aussi. Les ensembles 


A0) = UNSS (1) 


kEN NENn>N 


enfin sont également mesurables. C.Q.F.D. 


Théorème 5 Si f,g € L'(X,T), alors 


f+9, fa, sup{f,g} et inf{f,g} € LO(X,T). 


Si X' = {x | g(x) Z 0}, alors f/g € LAX",T'). 


Démonstration. 

L'application X — R?, x + (f(x), g(x)), est mesurable et les fonctions 
R? — R définies par (u,v) — u + v, (u,v) uv, (u,v) + sup{u,v} et 
(u,v) — inf{u,v} sont continues. 

L'ensemble X’ est mesurable, l’application X’ — R x R \ {0}, x + 
(f(x), g(x)), est mesurable et la fonction R x R \ {0}, (u,v) > u/v, est 
continue. C.Q.F.D. 


Exemple. Une fonction f est mesurable si et seulement si sa partie posi- 
tive f* = sup{f,0} et sa partie négative f— = sup{—f,0} le sont toutes les 
deux. Onaf=ft-f-el|f|=fT+f.. 


La droite achevée est 


R = [-c, +oo|. 


C’est un espace topologique : les intervalles de type [—0o, b|, ]a, b[ et ]a, +oo| 
en forment une base ouverte. Cet espace est séparable et métrisable (il est 
homéomorphe à l'intervalle [—-7/2, 7/2] via la fonction arctan par exemple). 

Sia,beR, a +b, ab et a/b sont définis « naturellement » : on convient 
que 0 X oo = O0 mais oo — ©, +oco/ + oo et a/0 ne sont pas définis. 

Dans R, tout ensemble £ admet une borne supérieure sup E et une borne 
inférieure inf Æ. 

On désignera par re T) = M((X,T), (R, B=)) l’espace des fonctions 


numériques mesurables. 


Théorème 6 Si f, € LC T) pour tout n E N, alors 


SUP fn, inf fn, limsup f, et liminf f, € Sa ARR 


Si X' = {x | lim, f(x) existe }, alors lim, fn € LAN). 


Démonstration. 
La première partie suit des relations : 


(sup fn)" (la, +oo]) = (J f, (la, +ool) 
F neN 


(up fn) 4[-o0,8) = (J NÉ H-00,8- 2), 


meEN neN 
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(up 1)" (a, bD = (sup /:) Ya, +o))(sup fn) 4-20, 
inf fn = —sup—fn, limsup f, = sup inf fy, liminf f, = inf sup 4. 
n n n n k>n n M'k>n 


D'autre part, l’ensemble X’ est mesurable car 


X'= {x |liminf f, = limsup f,} 


et sur X’,on a 
lim fn = liminf fn. 
nm nm 


C.Q.F.D. 


Exemple. 

Soit (X,9) un espace topologique. Toute fonction f : X — R qui 
est semi-continue inférieurement (telle que les ensembles f-!(]a, +c]) sont 
ouverts ou qui est semi-continue supérieurement (telle que les ensembles 
{7 !([-00, b[) sont ouverts) appartient à L'(X, B x). 


2.1 Exercices 


Justifier toutes ses réponses. 


1. — Soient (X1,ŒT1) un espace mesurable, X2 un ensemble et f : X1 — 
X2 une application. Quelle est la plus grande tribu &2 sur X2 rela- 
tivement à laquelle f reste mesurable ? 

— Soient X; un ensemble, (X2,%2) un espace mesurable et f : X1 — 
X2 une application. Quelle est la plus petite tribu 1 sur X3 qui 
rende f mesurable ? 


2. — Vérifier que les parties symétriques relativement à l’origine de R, 
(E = —E), forment une tribu 6 sur R. 
— Déterminer M((R,G),(R,G)). 
— Déterminer L(R, G). 


3. Soient (X,d) un espace métrique et E € X. Montrer que 
Id(æ, E) — d(y, E)| < d(x, y). 
En déduire que l’ensemble 
{x | d(x, E) > €} 


est ouvert. 
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. Vérifier l'équation (1). 


. Soient f, g € L°(R, Br). Montrer que la fonction (x, y) f(x) + g(y) 
est mesurable. 


. Soit f € LR, Br). Montrer que son graphe, 


Gp = {(x,y) l'y = f(x)}, 


est mesurable. 


. Soient (X,T) un espace mesurable et f € M{((X,T),(C, Bc)). Montrer 
qu’il existe une fonction 0 € M((X,T),(R, Br)) telle que 


Fee 
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3 MESURES POSITIVES 


Soit (X,T) un espace mesurable. Une mesure positive sur X est une 
fonction y : € — [0, +] telle que 
MP1 y({) = 0; 
MP2 FE, ET pourtoutneNet EmEn = Ü sin £ m impliquent 


p 5 s.) = NH(E)) 


nEN neN 


(additivité de la mesure). 


Le triplet (X,®,u) est un espace mesuré. M,(X,®) désigne l’espace 
des mesures positives sur X, définies sur & et M}(X,T) € M,(X,®T) désigne 
celles qui sont finies : une mesure positive est une mesure finie si H(X) < 
+oo. Une mesure positive est une mesure o-finie s’il existe une suite 
{Dhy}nen de parties mesurables de X qui sont de mesure finie et qui épuisent 
X : 

— pour tout n EN, (Dh) < +co; 

— À = Ühen Dh. 


Exemple. 

Une mesure finie de masse totale unité est une mesure de probabilité. 
On désigne alors par ( l’espace sous-jacent, par P la mesure et le triplet 
(Q,T,P) est un espace probabilisé. Les parties mesurables de Q sont 
les événements E € T et les fonctions mesurables sont des variables 
aléatoires X € L1(Q,T). 


Exemple. 
Soit X un ensemble. La fonction Harq définie sur PX) par 


card(ÆE) si E est fini, 
Hcard(E) — ; 
+00 sinon 
est une mesure positive sur XÀ (la mesure du cardinal). 
Exemple. 
Soit X un espace topologique. Un élément de M} (X,T) est une mesure 
borélienne positive sur X si T 2 B x. 


Exemple. 
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Soient (X,T,u) un espace mesuré et X’ € T. La trace de y sur X’ est 
la mesure y’ sur X’ définie sur &’ par la relation w/(E') = u(E). 


Exemple. 

Soient (X1,%1,/411) un espace mesuré, X2 un ensemble et f : X1 — X2 
une application. L'image directe de la mesure 1 par f est la mesure f,u 
sur X2 définie sur la tribu f,(T1) par 


fn) = nf (E2)). 


Théorème 7 Soit (X,T,u) un espace mesuré. 
1. E,B ET et E1 C E2 impliquent u(E1) < u(E2) 
(monotonie de la mesure) ; 


2. E, € T pour tout n € N implique 
IDE 
neN neN 


(sous-additivité de la mesure) ; 


3. En ET et En € Enr1 pour tout n E N impliquent 
bi [U s.) = Jim 4(En); 
neN 
4. En ET et En 2 En+1 pour tout n E N et (E1) < +o impliquent 


pi fn r.) = Jim 4(En) 


neEN 


(continuité de la mesure). 


Démonstration. 
En vertu de l’additivité, £2 — E1 + E2EŸ entraîne 


U(E2) = H(E1) + u(B2Ei) Z H(E1). 
Ensuite, posons 


Fi Er et pour n 22, FPS 48 
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Alors 


’ FU s,) F 5 r.) ur) < Du) 


neN neN nEN nEN 


Pour la continuité sur les suite croissantes, posons 
G1 = E1 et, pour n > 2, Gn = EnE,,_1. 


Alors 


“[U s.) (5) = N H(Gr) 


neN nEN neN 
nm nm 
= Jim D n(Gr)= lim y D ci) = Jim 4(En). 
k=1 k=1 
Pour la continuité sur les suites décroissantes, enfin, soient 
FH = kB BE. 


Alors, en vertu du cas précédent et puisque (En) < +oo, 


lim (u(E1) — u(En)) = lim u(Hn) = y [U n) 


n— +00 n— +00 DEN 
-n(s Gi C) -n(s fn s.) | =u&)-# (0 s.) 
neN neN neN 


C.Q.F.D. 


Théorème 8 (Borel-Cantelli) Soit (X,®T,1) un espace mesuré. Si les en- 
sembles En € T sont tels que 


» U(En) < +00, 


neEN 


alors 


LH \N UE = (. 


NENn>N 
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Démonstration. 
En utilisant le théorème (7), on obtient 


ARR RE ne 
NENn>N n>N n>N 


C.Q.FD. 


Soit (X,T, 1) un espace mesuré. Une partie N € X est dite négligeable 
s’il existe À € € tel que 


NCA et (A) =0. 


L'espace (X,%,u) est dit complet si toute partie négligeable y est mesu- 
rable. (On dit aussi que la tribu € est y1-complète). Une propriété P des 
points de X est dite vraie presque partout si l’ensemble des points de X 
où elle n’est pas vérifiée est négligeable. 


Soit T, la famille des parties E de X ayant la propriété suivante : il 
existe À, B € T tels que 


BCECA et u(AB°) = 0. 


Alors T € &,. On prolonge y à T, en posant 


Cette définition est justifiée, c’est-à-dire indépendante du choix de À. Si l’on 
a aussi BC E C 4’ avec 4',B'E T et u(A'B"°) = 0, alors 


u(B") < n(4) = u(B) < n(4) = u(B”). 


Théorème 9 Le triplet (X,T,,pu) est un espace mesuré complet et pour 
tout espace mesuré complet (X, G,v) tel que T € G et que la restriction de 
v à &, v/T, coïncide avec u, on a nécessairement T, € G et v/Ty = y. 


Démonstration. 
Il est clair que T, est une tribu sur X et que y prolongée à T, est une 
mesure sur X. L'espace mesuré (X,T,;,u) est évidemment complet. Soit 
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alors (X,G,1) un espace mesuré complet tel que T € G et que v/T = y. 
Pour tout E € T,, on peut écrire 


E=B+EB avec BET et EB°eG 


puisque EB° € AB avec À € T, que v(AB°) = u(AB°) = 0 et que G est 
v-complète. D'où E € G et 


C.Q.F.D. 


La tribu T, est la complétion de la tribu T relativement à la mesure 
Li. 


3.1 Exercices 


Justifier toutes ses réponses. 


1. Soient X un ensemble infini non dénombrable et € la tribu engendrée 
par les singletons {x} € X. 
— Vérifier que € consiste des parties finies ou dénombrables ou cofinies 
ou codénombrables de X. 
SiEE%, on pose 


0 si Æ est fini ou dénombrable, 
1 sinon. 


— Vérifier que y: est une mesure de probabilité sur X. 
2. Soit (X,T,u) un espace mesuré. Une partie E € X est dite localement 
mesurable si : 


FET et u(F) <+o impliquent EFE%X. 


— Montrer que la famille Ty, des parties localement mesurables de X 
est une tribu sur X, plus fine que €. 

— Montrer que y = € lorsque y est o-finie. 

Si E € Tocs On pose 


u(E) SEET%, 


+00 sinon. 


Hoc(E) = { 


— Montrer que y, est une mesure positive sur X. 
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. Soit (X,T, 1) un espace mesuré o-fini. Montrer que dans la représentation 
X = [en Dn, on peut prendre les ensembles D, croissants ou deux 
à deux disjoints. 


. Soit (X,T,u) un espace mesuré. On pose 


iminf E, = [ (VE 
k>1n>k 


et 


lim sup Ey = MN U Er. 


TER LAS 


Supposons les ensembles Æ, mesurables. 
— Montrer que 


mn (in inf E,) < liminf u(E»). 
n— +00 n— +00 
— Montrer que 


mn (in sup E,) > limsup u(E,) 


n— +00 n— +00 
pourvu que u([],, En) < +oo. 


. Soient (X,T,u) un espace mesuré complet et f € L°'(X,T). Sig: X — 
R coïncide presque partout avec f, alors g € L(X,T). 


. Soient (X,®, 1) un espace mesuré complet et f : X — R. Montrer que 
(R, f.(T), fu) est un espace mesuré complet. 


. Soient (X,T) un espace mesurable et y,v € M,(X,T). Montrer que 
Tutr — its 


. La différence symétrique de deux ensembles E£ € X et F € X est 
l’ensemble 
EAF = EFC+ECF. 


Soit (X,T,u) un espace mesuré complet. Montrer que si E € € et 
EAF est négligeable, F € & et u(F) = u(E). 
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4 CONSTRUCTION DE MESURES 


Soit X un ensemble. 
Une mesure extérieure sur X est une fonction u* : B(X) — [0, +] 
telle que 


ME1 u*(f) = 0; 
ME2 ÆEi C F2 implique n*(E1) < p*(E2); 
ME3 


Une façon commune d’obtenir une mesure extérieure est de prolonger à 
P(X) une fonction y définie sur une algèbre de Boole À appropriées. 

Soit { une algèbre de Boole de parties de X et y : A — [0,+æ] une 
fonction telle que 


— (D) = 0; 
— En € A pour tout n € N, EnEm = 0 sin £ met YLen En € À 


impliquent 
H os s,) —' >» U(En) 


nEN neN 


(u est « additive > sur À). 
Soit a* : BX) — [0,+oo] la fonction définie par 


H°(E) = mf{S p(E)|EC (JE, E e. 
nEN neN 


Lemme 1 La fonction * est une mesure extérieure sur X telle que p*/A = 
TA 


Démonstration. 
Les propriétés (ME1) et (ME2) sont évidemment satisfaites. Pour la 
sous-additivité, donné € > 0, soient F, », € 2 tels que 


x € 
meN meN 


UE € U U Fr 


neN nEN mEeN 


Alors 
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donc 


n° FU s) < >» U(Fnm) < De) + € 


neN mEN,neN neN 
et, € étant arbitraire, la propriété (ME3) est démontrée. 
Il est clair que, si E € À, 1*(E) < u(E). Réciproquement, soient E, € À 
tels que 


EC(JE, du(E)<n(E)+e. 


neN neN 
Posons 
F = EF et, pour n >2, Fn = EEnE,_,:--Ef. 
Alors 
U(En) = H(Fn) + (En \ Fn) Z H(Fn) 
et 
MD = (Sr) -Xun) <tm+e 
neN neN 
C.Q.F.D. 


Donnée une mesure extérieure u*, on obtient une mesure positive sur X 
en restreignant * à une tribu appropriée. 
Soit 


T(u*)= {EC X | u*(A) = L*(AE) + L*(AE°) quelque soit À € X}. 
Pour vérifier que E € T(u*), il suffit en fait de vérifier que 
u° (A) > L*(AE) + L*(AE®) quelque soit À € X. 


En particulier, 
u°(E) = 0 implique E € T(u*). 


De plus, si 4* est obtenue en prolongeant à P(X) une fonction additive y 
définie sur une algèbre de Boole 2, on a aussi 


E € implique E € T(y*). 
En effet, soient FE, € % tels que 


AC(JEn, D u(E) <u'(4)+e. 


nEN neN 
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Alors 
*(A) > Nu(En)-e= D u(EnE) + ÿW(EnE°) — € 


neN nEeN nEeN 
= NUW(EE) + D D'(EnE°) - e > p'(AE) + H*(AE°) — €. 
neN neN 
On pose 
u = JE"). 


Théorème 10 (Carathéodory) Le triplet (X,T(u*),u) est un espace me- 
suré complet. 


Démonstration. 

e T(u*) est une tribu. On a X € Œ(u*) et E € T(u*) si et seule- 
ment si E° € Œ(u*). Pour vérifier que Œ(u*) est fermée sous les réunions 
dénombrables, nous procédons en trois étapes. 

Soient d’abord Æ1 et E2 € T(u*). Alors E1 U E2 € Œ(u*). En effet, 
quelque soit À € X, 

W' (AE: U AË2) + p'(AESES) = p'(AE: + AR>E9) + p'(AESES) 
< p'(AE:) + a (AESEz) + p'(AESES) = a (AE) + p'(AES) = p (A). 

Si ensuite les ensembles FE, € T(u*) (n € N) sont disjoints deux à deux, 

on a d’abord 


En effet, par récurrence sur N : 


N+1 N+1 N+1 
n=1l n=1l n=1l 
N N+1 
rarvar+n (AS) = (55e) 
n=1l n=1 


En vertu du cas fini et de la relation précédente, 


Dranne((Es)) rare (ge) 


neEN 


quelque soit N, donc 
(A) > NU (AEn)+ (: 5 si) ) > y (a s) +u* [: D s) | 
neN neN neN neN 


Le cas général où les ensembles E, € Œ(u*) (n € N) sont quelconques, 
enfin, se déduit du cas disjoints en considérant les ensembles 


F1 = Fi et, pour n >2, F1 = EnES _,...Ef. 
En vertu du cas finis, ces ensembles sont dans &(u*) et 
SA-Us 
neN nEN 
e est additive. D'abord, si E1 et E2 € T(u*) sont disjoints, 
UE + Eo) = p°(E1 + E2) = p°((E1 + E2)E1) + p°((E1 + E2)Eï) 
= H'(E1) + 4° (E2) = n(E1) + H(E2). 


Ensuite, si les ensembles E, € &(u1*) (n € N) sont disjoints deux à deux, on 
a, d’une part 


pi 5 s.) = ji" 5 s.) < D W'(Er) = H(En) 
neN neN neN neN 
et, d’autre part, 
N N N 
SU U(En) = H (55) = y" (55) Su (Es) -u(5s) 
n=1l n=1l n=1l 


quelque soit N, donc finalement 


D_U(E) < pa 5 5) 


neN nEeN 
e T(u*) est y-complète. En effet, si N C E où E € Œ(u*) et u(E) = 0, 
U*(N) = 0 donc N € T(u*). C.Q.F.D. 


Considérons le cas usuel où u* est obtenue par prolongement d’une 
fonction additive sur une algèbre de Boole 4 sur X. Si F5 € P(X), nous 
désignerons par $4 les ensembles qui sont des réunions finies ou dénombrables 
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d’ensembles de $ et par #5 les ensembles qui sont des intersections finies ou 
dénombrables d’ensembles de $. Observons qu’à chaque E € X et à chaque 
€ > 0 correspond À. € À, tel que 


EC À et (A) <p'(E)+e. 


Il suffit en effet de prendre À: = Ühen En où les ensembles Æ£, € sont 
tels que E C Ü,en En et Den H(En) < L*(E) + €. De même, il existe un 
ensemble À € %,,5 tel que 


EC A et p(A) = p'(E). 
Il suffit en effet de prendre À = (x Ai/n- 


Théorème 11 Si u/2 est o-finie, E € Œ(u*) si et seulement si E = AB° 
avec À € As et L*(B) = 0. En particulier, 


Démonstration. 

Si E = AB° avec À € {5 et *(B) = 0, alors E € T(u*). 

Réciproquement, soit Æ € Œ(u*). Soit, par hypothèse, X = Ÿ en Da 
une partition de À par des ensembles de % de mesure finie. Pour chaque 
n EN, soit Anm € A tel que 
Soit Am = [en Anm- Alors 


Am € Ur, EC Am et AmE° € | J Anm(EDn)° 
neN 


donc, puisque u(D,) < +0, 


U(AmE°) < Ÿ H(Anm(EDn)) = JS (H(Anym) — HEDn)) < 
neN neN 

Si À = (yen Am; E € À. Posant B = AE°, on aura E — AB° avec À € 5 
et u(B) = 0. 

La tribu &(u*) étant y-complète, (T(Y)), € T(u*) (théorème (9)). 

Réciproquement, si 1*(B) = 0, il existe CE A5 € T(A) tel que BCC 
et que u(C) = 0. Alors B € (T(U)), et, quelque soit À € As, AB° € 
(SD): SO) € (D) COF.D. 
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Théorème 12 Si u/A est o-finie, ü n'y a qu'un prolongement possible de 
u à (A). 


Démonstration. 

Soit y une mesure positive sur X définie sur T(A) et coïncidant avec 
4 sur À. Alors v et y coïncident aussi sur À, puisque tout ensemble de 
A, peut s’écrire comme une réunion disjointe (une somme) d’ensembles de 
A. De même, tout ensemble de T(A) pouvant s’écrire comme une somme 
d’ensembles de T() de u-mesure finie, il suffit de voir que v(B) = u(B) 
pour tout B € T(A) tel que u(B) < +. Soit À € A, tel que B C A et 
(A) < u(B) + e. Alors 


e étant arbitraire, v(B) < u(B). D'autre part, on a u(A) = u(B)+yu(AB°), 
donc u(AB°) < € (parce que 1(B) < +) et 7(AB°) < {(AB°) (parce que 
u(AB°) < +oco). D'où 


u(B) < (4) = v(4) = v(B) + v(AB9 < v(B)+e. 
€ étant arbitraire, u(B) < v(B). C.Q.F.D. 


Soit F : R — R une fonction croissante, continue à droite en chaque 
point x : F(x) = limyx F(y). Prolongeons F à R en posant 
F(-co) = lim F(y) et F(+oc0o) = lim F(y). 
yl—co yT+00 


La mesure de Lebesgue-Stieltjes associée à F est la mesure ur = dF 
sur R définie de la façon suivante. 


Soit 3 la famille des intervalles de R qui sont de la forme ]a, b] ou de la 

forme Ja, +oo[ avec —o0 < a < b < +. L’algèbre de Boole engendrée par 
J est 

N 

2(3) — Sun) IN EN, (a,bx) € | 

k=1 
(en désignant par (a, b) un intervalle quelconque d’extrémités a et b). Considérons 
la fonction up : A(5) — [0, +oo] définie par la relation 


Il est clair que cette fonction est monotone croissante et qu’elle jouit de la 
propriété d’additivité finie : 


UF(Ei + E2) = ur(E1) + ur(E2) si E1,E2 € A5). 


Lemme 2 up est une fonction additive sur (5). 


Démonstration. 
Soit d’abord a > —® et 


14,6] € Ÿ Jan, bn]. 


neEN 


Donné € > 0, soient Ô > 0 tel que F(a + 6) — F(a) < e/2 et 6, > 0 tels 
que F(bn + ôn) — F(bn) < e/2"T1, En vertu du théorème de Borel-Lebesgue, 
on peut recouvrir l'intervalle compact [a + 6,b] par un nombre fini N des 
intervalles ouverts ]a», bn +0,[. En renumérotant si nécessaire ces intervalles, 
on peut supposer que l’on à : 


a <a+0 <a <b1 +01 <...< an <bN_1 +ÔN-1 <b <bN +ÔN. 


Alors 
F(b) — F(a + 6) < F(bn + ôn) — F(a) 
N N 
< D UF (x + 6x) — F(ax)) < D (F(bx) — F(ax)) + €/2 
k=1 k=1 
d’où < 
F(b) — F(a) < SU (F(bx) — F(ax)) + € 
k=1 
et 
F(b) — F(a) < D(F(bn) — F(an)) 
nEN 
Si 
] = ©, b] C D hr 
nEN 
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quelque soit a! > —o donc 


F(b) — F(-00) < Y(F(b) — F(an)). 


neEN 


De même, en utilisant la continuité de F' à +, l’inclusion 


Ja, b] € D Jan, bn]+]A, +oof 


nEN 


entraîne la relation 


F(b) — Fa) < SU(F(b:) — F(an)) + (F(+00) — F(4)) 


neEN 


et 
] = co, b] C San bn]-+]A; +0o| 
neN 


entraîne 


F(b) — F(—00) < Ÿ (F(bn) — F(an)) + (F(+00) — F(4)). 
neN 


En procédant de façon semblable pour majorer (F(+co) — F(a)), on voit 
que quels que soient les intervalles 7, 1, € 7, la relation 


= 


neEN 


implique 


ur(1) < >» Ur (ln). 


neEN 


En vertu de l’associativité des séries à termes positifs, on en tire que, quelque 
soit les ensembles Æ, E, € A(5), la représentation 


E = Ÿ En 
neN 


entraîne l'inégalité 


ur(E) < D» UF(En). 


nEN 
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L’inégalité réciproque découle du fait que la fonction ur est monotone crois- 
sante et possède la propriété de l’additivité finie : 


N 
D ur(En)= lim D #r(En) 
neEN n=1l 
N 
av (En) se (En) 


GOGFD: 


Puisque T(A(3)) = E(5) = BR, le théorème (11) implique que la tribu 
T(u%) à laquelle 4r est prolongée par la méthode précédente est la complétion 
de la tribu borélienne BR relativement à up. 


La mesure ur est finie si et seulement si la fonction F' est bornée. 
Réciproquement, soit 1 une mesure finie sur R, définie sur Br. Sa fonc- 
tion de répartition est la fonction F : R — [0,+oco{ définie par 


F(x) = a] 0, r]). 


Elle est croissante, continue à droite, telle que F(—c) = 0 et que F(+o00) < 
+oo et la mesure 4 dont elle est issue est la restriction de la mesure up 
qu’elle engendre à Br. 


Exemple. 

Soient (0,T,P) un espace probabilisé et X € £0(Q,T) une variable 
aléatoire sur Q. L'image directe Px = X,P de la mesure de probabilité par 
la variable aléatoire (la loi de probabilité de X) est définie sur la tribu 
X,(T) par la relation 

Px(E) = P(X-(E)). 


C’est une mesure borélienne finie sur R dont la fonction de répartition est 


Fx(x) = P({w e (| X(w) < x}). 


La fonction F' est continue au point x si et seulement si 


pr({e}) = F(e) — lim F(9) = F(a) — F(r-) = 0 
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Lorsque F(x) = x, on obtient la mesure de Lebesgue À, sur R. Elle 
est définie sur la tribu de Lebesgue £r, complétion de la tribu borélienne 
BR par rapport à À : 


E € £r siet seulement si E = B+N avec BE Br et A(N)=0. 


On a 
A((a,b)}) =b—-a 


pour tout intervalle (a, b). De plus, pour tout a € R et pour tout E € £r, 
E + a € £r et 
AX(E + a) = AX(E) 


(la mesure de Lebesgue est invariante sous translation). En effet, 
Ta={EE LR|E+ae LR} 
est une tribu contenant les intervalles, donc Br € T4 € £r et puisque & 


est A1-complète, £r € Ta. 


4.1 Exercices 


Justifier toutes ses réponses. 


1. Le diamètre Ô(E) d’une partie E d’un espace métrique (X, d) est 
Ô(E) = sup {d(x,y) | x,y € E}. 
Soient p > 0 et à > 0. On pose 


55(E) = inf {JS 6(E,) | EC (JE, ô(E) < 6}. 


nEN nEN 


— Montrer que y}; est une mesure extérieure sur X. 

P; 
— Montrer que y}, $(E) est une fonction décroissante de 6. 
— En déduire que 


pi(E) = lim 45,5(E) = sup{n,s(E) | > 0} 
est une mesure extérieure sur À (la mesure extérieure de Hausdorff). 
— Montrer que si p < P,ona 


bos(E) > 7 Ppbs(E). 
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— En déduire qu’à chaque E est associé un nombre H(E) (la dimension 
de Hausdorff) tel que H5(E) = +oo si p < H(E) et que W(E) = 0 
si p > H(E). 

. Une mesure extérieure u* est régulière si à chaque À € X correspond 

un ensemble mesurable E tel que À € E et 1(E) = p*(A). Montrer 

que si u”* est régulière, pour tout suite croissante A1 € A2 C:..,on a 


ann = (Ua): 


. Décrire l’espace de probabilité correspondant au cas d’une expérience 
aléatoire admettant un nombre fini d’issues équiprobables et déterminer 
la loi de probabilité associée à une variable aléatoire sur cet espace. 
Sur quelle tribu est-elle définie et quelle est sa fonction de répartition ? 


. Calculer ur(]n,n+1]), ur([n,n+1]), ur(n+1/2,n+3/2]) et ur([n+ 
1/2,n+3/2]) (n € N) lorsque F(x) est la partie entière de x. 
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5 CONVERGENCE EN MESURE 


Soient (X,T, 1) un espace mesuré et (Y, d) un espace métrique séparable. 
Si f,g E M((X,T),(Y, By)) et Ô > 0, posons 


A5(f,g) = {x | (f(x), g(x)) > 6}. 


Ces ensembles sont mesurables car l'application x + (f(x), g(x)) est mesu- 
rable et la fonction (u,v) + d(u,v) est continue. La relation 


F =u g si a(Ao(f,g)) = 0 


est une relation d'équivalence sur M((X,T), (Y,B%)). M,A((X,T), (Y, By) 
désigne l’espace des classes d’équivalences f = [f] pour cette relation et, 
en particulier, PACA , +) est l’espace des classes d’équivalences des fonctions 
mesurables. 


Si les applications f, € M((X,T),(Y,B%)) convergent y1-presque par- 
tout sur X, il existe X’ € T tel que u(X’) = u(X) et que lim} fn(x) 
existe en tout point x € X’. L'application f : X — Y définie par 


f(x) = limy_1oo fn(x) size X’, 
yo E ŸY sinon 


appartient à M((X,T), (Y,By)). Si 9n = fn pour tout n € N, soient 


Et EE ee = x MN E;. 
neN 


Alors l’application g : X — Y définie par 


= à In(x) size X”, 


y EY sinon 


appartient à M((X,T),(Y,B%)) et g =, f. On dit que les f, convergent 
presque partout si les f, € f, convergent u-presque partout sur X, auquel 
cas on pose 

lim fn =[ lim f,]. 


n— +00 n— +00 
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Théorème 13 (Egorov) Soient (X,®T,u) un espace mesuré et (Y, d) un es- 

pace métrique séparable. Supposons que u est finie. Soient fn € M((X,T), (Y, By)) 
des applications qui convergent u-presque partout sur X. Alors, à chaque 

€ > 0 correspond À € © tel que (A) < € et que les applications fn 
convergent uniformément sur A£. 


Démonstration. 
On peut supposer que les fonctions f, convergent partout sur X. Soit 
f = lim, fn. Posons 


BN\m = Flac 


n>N 


X= (1 (J) Bvm 


meEN NEN 


Alors 


Par continuité, pour chaque m, u(X) = limnw_,+0 H(BNm) donc, la mesure 
étant finie, 0 = limn_+> H(BY,,). Choisissons alors les indices Ni < N2 < 
N3 < --: de telle sorte que 


€ 
U(BX,,m) < 9m 
et soit 
A Les. 
meN 


On aura bien u(A.) < € et si 


x € A = MN ( Ant fn); 


mENn>Nm 


pour tout m > 0, 
n>N»n implique d(f(x), fn(x)) < 1/m. 
C.Q.F.D. 


Les applications f, € M((X,T),(Y,By)) convergent en mesure vers 
l'application f € M((X,®), (Y, B%)) si, pour tout Ô > O, 


im H(A5(n À) = 0. 
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Puisque les ensembles A5(f, fn) décroissent lorsque Ô croît, cela revient à 
dire qu’à chaque 6 > 0 correspond n; tel que 


H(A5(fn; f)) < Ô 


dès que n > ns. Si les f\ convergent en mesure vers f, ÿn =n fn pour tout 
nEeNet g=, f, alors les g, convergent en mesure vers g. En effet, 


A5(9n; 9) C A5/3(9n; În) U A5/3(fn; à U A5/3(f, 9). 


On dit que les f, € M,((X,T),(Y,By)) convergent en mesure vers f € 
Mu(X, ©), (Y, By)) si les fn € f, convergent en mesure vers f € f. 


Théorème 14 Soient (X,T, 1) un espace mesuré et (Y, d) un espace métrique 
séparable. 
1. Sila mesure 1 est finie, la convergence presque partout de f, € M,((X,T), (Y, By) 
vers f € MU(X,T), (Y, By)) entraîne la convergence en mesure de f} 
vers f. 
2. Réciproquement, la convergence en mesure de f, € M,((X,T), (Y, By) 
vers f € MU(X,T), (Y, By)) entraîne toujours l'existence d’une suite 
partielle f,, qui converge presque partout vers f. 


Démonstration. 

Supposons d’abord que w est finie. Soit € > 0. En vertu du théorème 
d'Egorov (théorème(13)), il existe À € © tel que (A) < € et que les 
applications fn € f, convergent uniformément sur Af vers f € f. Alors, dès 
que n est assez grand, 


H(Ac( fn, f)) = u({x € Ac | d(fn(x), f(x)) > €) < €. 


La suite f, converge donc en mesure vers f. 
Réciproquement, soit, pour chaque k € N, nx tel que 


B(An-k (Fons )) < LÉ. 


>. H(A9-k (fny » f)) < +00. 


kEN 


En vertu du lemme de Borel-Cantelli (théorème (8)), il existe X’ € © tel 
que u(X’) = u(X) dont chaque point n'appartient qu'à un nombre fini des 
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ensembles A5-x(fn,,f), ce qui revient à dire qu’à chaque x € X’ correspond 
un indice k(x) tel que 


k> k(x) implique d(fn,(x), f(æ)) < 27. 
La suite partielle f,, converge donc presque partout vers f. C.Q.F.D. 


Exemple. 

Si les moyennes arithmétiques DE X} des variables aléatoires X}4 € 
£L1(Q,T, P) convergent presque sûrement vers la valeur moyenne 1, elles 
convergent en probabilité vers u. (La loi forte des grands nombres en- 
traîne la loi faible des grands nombres). 


Si f,9 € M((X, FRS By)), soient 


+00 si u(A5(f,g)) > à pour tout 6 > 0, 


eat g) — .. [u(A5(f,g)) <6ô} sinon. 


et 
1 si eulf;9) ni +00, 

du(f, 9) = B(f:4) 
1 de eu(f; 9) 


On a alors les propriétés suivantes : 


sinon. 


e f =, g si et seulement si e,(f,g) = 0. 
En effet, la nécessité est triviale ; pour la suffisance, il suffit de remarquer 
que, quel que soit € > 0, on a 


Ao(f, 9) su U Ac2-n(f,9) 


nEN 


de telle sorte que 


H(Ao(f,g)) < D e2 "= €. 


nEN 


e Quelle que soit h € M((X,T),(Y, B%)), eff, 9) < eff, h) + euh, g). 
En effet, 


Aa (Cf 9) C As(f, h) U Anh, 9) 
de telle sorte que, quels que soient 0 > e,(f,h) et n > ei(h,g), 


(A54n(f, 9)) < H(As(P, h)) + (A, (h, g)) < 0 + n. 
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e Si Fe —=y Jo et 9 = 90; En(f, 9) — en(fo; go). 
En effet, 


en(f; 9) < CALE go) + Eu(9o; 9) 
= Eu(F, go) < eu(f: Jo) + eu(fo; 90) = Eu(fo; 0): 


e Quelle que soit h € M((X, €), (Y, By)), di(f, 9) < du(f, h) + du(h, g). 
En effet, la fonction t — t/(1 +t) étant croissante sur [0,+oo{, les 
inégalités 0 < u < v + w impliquent 
u V + w U w 


L+tu  l+v+w  1+vu 1+w 


Sif,g € Mu((X,T),(Y: By)), posons 


du(£,8) = du(f, 9). 


On peut résumer les propriétés précédentes en disant que d,, est une distance 
sur Mu((X,T), (Y, By)). 


Un espace métrique (Y, d) est complet si toute suite de Cauchy {yn }nen: 
c’est-à-dire telle que 
Bo. dus Go) = 0, 


n,Mm— +00 


y est convergente. 


Théorème 15 Soient (X,®T,1) un espace mesuré et (Y, d) un espace métrique 
séparable. Les f, convergent en mesure vers f si et seulement si 


je du(Ens f) =? 


et (Mu((X,T), (Ÿ, By)), dj) est un espace métrique, qui est complet si (Y, d) 
est complet. 


Démonstration. 

Si les f, convergent en mesure vers f, limy_16 H(A5(fn; f)) = 0 pour 
tout Ô > 0 donc il existe un indice n5 à partir duquel H(Ag( fn, f)) < 6, 
c’est-à-dire à partir duquel d,(fn, f) < en(fn; f) < ô. 

Réciproquement, soit 0 > 0. Pour tout 0 < 7 < 6, il existe un indice n5 
à partir duquel e,(fn, f) < n et, par suite, à partir duquel u(A5(fn, f)) < 
u(An(fm F)) < n < 6. 
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Supposons que les f, € (M((X,T), (Y, By)),d,) satisfont la condition 
de Cauchy et montrons l'existence d’une suite partielle {f,, }£en convergente. 
(La condition de Cauchy nous assure alors que la suite toute entière est 
convergente.) Soit ny tel que 


u(A9-r GE Îm)) < Dre 


pour tout m > nz et posons 


X! = (il MN Ac fans fnyra) 


NENk>N 


de telle sorte que 


u(X"°) + Ni b U A9-k (fn fnxs) = Ru >» H(A32-&(fnys fns11)) = 0. 
k>N k>N 


À chaque x € X/ correspond N, tel que 
k> N; implique d(fn,(t), fn: (x)) < De 


donc que 


k+p—1 


PE NA EE 


j=k 


L'espace Y étant complet, la suite {fn,(x)}ken y est convergente et l’appli- 
cation f : À — Y définie par 


Fe limx_,+00 fn,(æ) si x e X, 
Yo € ŸY sinon. 


appartient à l’espace M((X,T),(Y,B%)). Reste à vérifier que les applica- 
tions f», convergent vers f en mesure. Or 


A-k( fn: Ÿ) = U MN Ag-k(fnys fnr4n) 


NEN p>N 


donc 


U(A9-k (fn > )) = es MN A3-x (nes Înx42) < DR 


p>N 
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C.Q.F.D. 


Si f, fo. 9, go € L'(X,T) sont telles que f =, fo et g =}, go, alors 
f+g=% fo + go et f 9 =y fo go car 


{x | f(x) + g(x) À fo(x) + go(æ)} U {x | f(x) g(x) À fo(x) go(x)} 
C{x| f(x) À fo(x)}U {x | gx) À go(x)}. 
Si f,ge LO(X,T), posons 


f+g=[f +9], fe = [fal. 


Un espace de Fréchet est un espace vectoriel métrique (c’est-à-dire où 
l'addition et la multiplication scalaire sont continues) complet. 


Théorème 16 L'espace (EUX T),d\) est un espace de Fréchet. 


Démonstration. 

Il s’agit de vérifier que si les fonctions f, convergent en mesure vers f 
et les fonctions g, convergent en mesure vers g, alors les fonctions fn + 9n 
convergent en mesure vers f + g et que, quel que soit c € R, les fonctions 
cCfn convergent en mesure vers cf. Cela découle des relations suivantes : 


A5(fn + Qn: f + 9) € A5/2( fn; f)U A5/2(9n; 9) 
et, sicÆO0, 
A5(Cfn; Cf) = A5, (fn; f)- 
C.Q.FD. 

Soit LC(X,T,u) € L°(X, ©) l’espace des fonctions f bornées à l'extérieur 
d’un ensemble E} négligeable pour y (les fonctions essentiellement bornées 
pour y). Elles forment un sous-espace vectoriel de L(X,T). Si f € LC(X,Œ, u), 
soit 

flo = inf{K > 0 u({z | |f(x)l > KP = 0} 


son supremum essentiel. On a donc 


|f(æ)| < If presque partout 
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et ||fÎlx est le plus petit nombre jouissant de cette propriété. Sif € LÉ(X,E, ui) 
(les classes d'équivalence des fonctions essentiellement bornées), posons 


ls = | fÎloo- 


Un espace vectoriel normé (X, ||) est un espace vectoriel sur lequel 
est définie une norme ||] : X — [0, +! telle que 


N1 |x|| = 0 implique x = 0; 
N2 lex] = |c||x]] pour tout scalaire c; 


N3 [ri +2] < [ri] + [all 


La norme induit une distance sur X : 


d(x, y) = [x — yi|. 


Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet. Une algèbre 
de Banach est un espace de Banach sur laquelle est défini un produit 
compatible avec les opérations d’addition et de multiplication scalaire et tel 
que 


Na [zyl < Ix|yl-. 


Ce produit est alors continu : 


ing — FU < Nfnllllgn — 91 + gr — FI 


Théorème 17 L'espace (LR (X,T),|||x) est une algèbre de Banach et la 
convergence essentiellement uniforme entraîne la convergence en me- 
sure. 


Démonstration. 

On a |f(x) + g(x)l < [f(x)l + 1g(x)l < [fl + gl et [f(x)g(x)| < 
I fllæligl presque partout sur X, donc ||f + gl < |fllee + Ilglle et 
IF gl < [fllollgile. De plus, [| flo = |c]| FÎloo: 

Soit {f,}nen une suite de Cauchy dans (LP (X,®), ||). Il existe X’ € 
tel que u(X”) = u(X) et que 


lim  {|fn — fmllo = s 


n,Mm— +00 


ln sup{lfa(a) — fin(a)| | 2 € X°} = 0. 
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Soit f(x) = limy_1> fn(t) pour x € X’, prolongée à X de la façon habi- 
tuelle. Sur X’, 


ma) — fa), lim sup{lfm(x) — fn(x)| | x € À} < € 


dès que m > m.. Donc f € L(X,T) et limy—+o || fm — flloo — 0. Enfin, 
la relation 


AG FF) — 9) > Îf — gle)) <ÎF — gllo 


entraîne 
du(£,8) < If — gllo- 
C.Q.F.D. 
5.1 Exercices 
Justifier toutes ses réponses. 
1. Soient (X,T, 4) un espace mesuré et f,g € L°(X,T). Alors f =, g si 
et seulement si f* =, g* et f7 =, g—. 
2. On considère la mesure de Lebesgue À sur R. À quelle condition deux 
fonctions continues f,g : R — R sont-elles équivalentes modulo À ? 
3. Montrer par un exemple approprié que le théorème d’Egorov n’est pas 
nécessairement vrai si la mesure n’est pas finie. 
4. Soient fn : [0,1] — R la fonction indicatrice de l'intervalle 
1k2,(k+1)277] 
lorsque n = 2" + k avec m>0, 0 < k < 2". 
— Montrer que les fonction f, convergent en mesure (dans £°([0,1]), 
la mesure est celle de Lebesgue À). 
— Montrer qu’elles divergent en chaque point x €]0, 1]. 
— Montrer que la suite partielle f2m converge en tout point x € [0,1]. 
5. Dans £$([0,1]), calculer d, (x?,x) et ||x? — x]. 
6. On considère la mesure de Lebesgue À; sur R. Montrer par un exemple 


approprié que la convergence en mesure de f, vers f et la convergence 
en mesure de g, vers g n’entraîne pas nécessairement celle de fhgn vers 


T9. 
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6 INTÉGRATION 


Soit (X,T,u) un espace mesuré. Une fonction étagée (ou élémentaire) 
est une fonction ® : X — R dont l’ensemble 6(X) des valeurs est fini. 
EUX, T) € LU(X,T) désigne l’espace des fonctions étagées mesurables. 


Théorème 18 Soit f € LU(X,T). 
1. Il existe une suite de fonctions @n € EX, T) qui converge vers f. 


2. Si f est positive, il existe une suite de fonctions p, € E°(X,T) positives 
qui croît vers f. 

3. Si f est bornée, il existe une suite de fonctions D € EV(X,T) qui croît 
vers f, uniformément sur X. 


Démonstration. 
Supposons d’abord f positive. Soient 


Ens = f7"([0,2 1), Es = f (In, +ool), 


En FE —1)277,k2 "]) pour 2 < k < n2” 


et posons 
n27 
k—1 
k=1 


Alors 0 < bn < Dn+1 < f et à chaque x € X correspond un indice ny à 
partir duquel f(x) — 27" < 6,(x). Ceci démontre la deuxième assertion du 
théorème. 

La première s’en déduit en considérant les fonction positives f7 et f—. 

La troisième découle aussi de la première parce que les ensembles F} 
sont vides à partir d’un certain rang. On obtient alors une suite de fonctions 
Pn € EX, T) qui croît (on peut supposer la fonction positive) vers f de 
telle façon que l’on a f — 27" < @, < f pour tout n assez grand. C.Q.F.D. 


Une fonction 4 € EŸ(X,T) est intégrable (ou sommable) si 


a({x | O(x) # 07) < +00. 


EUX, T,u) € EUX, T) désigne l’espace des fonctions étagées intégrables. 
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Si be E!(X,T,u), soient E(X) = {y1,yo,... ,yn} et Hx = D l(yr) pour 
1<k< N. L'intégrale de @ par rapport à u sur X est 


[ic an = fat) au un) 


Jéa= | êle dy. 
E * 
Lemme 3 Soient 9,9 € E!(X,Œ,u). Alors 


fé+éau- feu [4 du 


fous fo du 
X X 
Démonstration. 


Ce lemme repose sur le fait que si X — De F; est une partition mesu- 
rable quelconque de X, on a 


et, si E£ ET, 


et, si o < Ÿ, 


N M N 
feu = Yu ut) = NUS mu). 
X k=1 j=1 k=1 


Les ensembles H4,H}, formant une partition mesurable de X qui est plus 
fine que celle déterminée par la fonction étagée (9 + d’), on a donc 


Jéau+ fé an- D Gite) = | (o+ 6°) d 


k=1 k/=1 
Si D < Ÿ/, on a aussi 
N N' N N' 
Lédn= ST mure < £ D D de ut) = fé due 
k=1 k/=1 k=1 k/=1 


CO D: 
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Une fonction f € L'(X,T) est intégrable (ou sommable) si 
sup { fé du 6 ex Tu) #< 11} < 4. 
L'(X,T, u) € LU(X,T) désigne l’espace des fonctions intégrables. 
Si f € L'(X,Œ,u), on pose 


Ju a=sw{ / bdulbE EUX Tu), < #1}. 
X X 


fran fau fr an 
[ra f nr du 


Soient f,g € L'(X,T) telles que f =, g. Alors |f| =, |g| et f € 
L'(X,T, u) si et seulement si g € L'(X,T,u), auquel cas 


fran fo du 


Lx re LiCX , +) désigne l’espace des classes d'équivalence des fonctions 
intégrables. 


et, si E£ ET, 


Sife L'(X,T), soit 
Es(f) = {x ||f(x)| = +oo}. 


Si u(E-)(f) > 0, on pose f,|f| du = + et si u(E.(f)) = 0, soit 
f' = fige. Alors, par définition, f € Abe T,u) si et seulement si f’ € 


L'(X,T, u) auquel cas 
frau fran 
Da Le 
Exemple. 


Si Ucard est la mesure du cardinal sur X, alors f : X — R est intégrable 
si et seulement si l’ensemble E; — {x | f(x) 7 0} est fini ou dénombrable et 


Dre, |f(x)| < +co, auquel cas 


JS dicard = D FO 


x€E} 


A1 


Théorème 19 (Convergence monotone) Soit { fh}nen une suite crois- 
sante de fonctions fn € L'(X,T,u) positives. Alors (dans [0,+o]), 


fi fn du nn, fn du 


Démonstration. 


Soit f = limy_ro fn. Alors f € L'(X,F). 


Si 
lim fr u=sw{/ fn du\n EN} = +0 
n— + Jx X 
et si u(Ek(f)) > 0, on a 


[ru lim Jo du = + 
X nt Jr 


alors que si H(Esx(f)) = 0, les inégalités 
fonds fra 
x # 


entraînent aussi 
[ru lim Ji du = +00 
X n—+oo Jx 


a—= lim fr au=sw{/ fr dun EN} < +50 
x x 


n— +00 


alors, nécessairement, (EE, (f)) = 0. En effet, les ensembles E, K = {x | 
fn(x) > K} croissent vers les ensembles Fx = {x | f(x) > K} et ces derniers 
décroissent vers E,(f). Comme 


HER) < à | 


En,Kk 


on à 
et 


On peut donc supposer que f < +o partout sur X. Soient Ô > 0 et 
DE EX, ©) telle que 6 < |f| et considérons 
Gns = {x | fn(x) 2 (1 — 6) f(x)}. 
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Par hypothèse, ces ensembles croissent vers X lorsque n tend vers +oo. D’où 


N N 
L ® du = ye H(Hx) = im Dur U(HrGn,5) 
+ k=1 k=1 
1 
= li < lim —— n d 


1 a 
< 1 ———— =, —} 
< in of. fr du 1—0 


Ô étant arbitraire, 


frau-sw{] pdulpeE (X, Tu), é<i}<a 
X X 


Ainsi 
[ru lim Jo du 
x RP. * 
C.Q.F.D. 
Exemple. 


Lorsque la fonction f € L!(X,T, u) est positive, son intégrale peut être 
calculée au moyen des sommes de Lebesgue : 


fran rm SE (Le EE ce) < À) mate a < 10) 
k=2 


Théorème 20 (Linéarité de l’intégrale) Si f,g € L'(X,T,u) et sia,b € 
R, alors af + bg € L'(X,T,u) et 


Jcaf +o) du a fr an+v fa du 


Démonstration. 


Sia£ O0, 
fus au=sw{ / Halde ren) de ar} 
X X 


=sup dial / ui ex Tu) À < H} = lai [11 du 


jal 
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Si a > 0, 


foi du= fa) du fn du= faft du far” dy 
a fr au-a fr ausa( fr fr a) = fr a 


Si a < 0, 


Lordu= for au- fort due fr du 


Si f et g sont positives, alors le théorème de la convergence monotone 
et les représentations f = lim,_,16 D et g = lim,_,16 Vn par des fonc- 
tions étagées mesurables positives (théorème (18)) ainsi que le lemme (3) 
entraînent 


fran [ad lim Ji én du+ lim Jun du 
X X n—+o Jx n—>+o J x 


“us. (fa fa) 


— lim | (fn +%Ÿn) u= f (+0 dy. 
X X 


n— +00 


Dans le cas général, l'inégalité |f + g| < |f| + |g| implique que f +9 € 
L'(X,T, u) et la relation 


+g)+f +g = (f+g) + ft +gt 


entraîne 


furso aus fr aux fa due [tro aus [7 dus Pot du 


c’est-à-dire 
fu+s du= | fdn+ | g dy. 
X X X 


CQFD. 


Théorème 21 (Positivité de l’intégrale) Si f € L'(X,T,u) est posi- 


tive, 
/ f du >0 
X 


avec égalité si et seulement si f = 0 u-presque partout. 


A4 


Démonstration. 
L’inégalité au sens large est triviale. En supposant que 


Lran-o 


Ex =4{x| f(x) > 1/n} et E= {| f(x) > 0h 


soient 


Alors 


1 
0 > Î du > —u(E;) 
En nm 


pour tout n, donc u(E,) = 0 pour tout n et, par continuité (théorème (7)), 
on a aussi (FE) = 0. C.Q.F.D. 


Une fonction complexe mesurable f : X — C est, par définition, intégrable 
si et seulement si sa partie réelle R f et sa partie imaginaire Sf le sont, auquel 


cas on pose 
frau frs dus] Sf du. 
X X X 


Théorème 22 Une fonction complexe mesurable f : X — C est intégrable 
si et seulement son module | f| l’est auquel cas 


fr aus J ir au 


avec égalité si et seulement si il existe 0 € R tel que fe® > 0 u-presque 
partout. 


Démonstration. 


On a 
sup{iRf|, ISF << RFI + 1S 1. 


frau=|f au 
on aura 


frac [raz fera [r(en aus [ina 


avec égalité si et seulement si |f| = R(feŸ°) u-presque partout. C.Q.F.D. 


Si l’on écrit 
—i0 
€ +: 
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Théorème 23 (Additivité de l’intégrale) Si f € L'(X,T,u) est posi- 
tive, la relation 


ME)= [jdn Bet 
E 
définit une mesure positive finie sur X. 


Démonstration. 
Soient F4 des parties mesurables de X deux à deux disjointes. Les fonc- 


tions intégrables positives 
nm 
k=1 


croissent vers la fonction 


+00 
g= fl, 
k=1 
donc (convergence monotone) 
+00 +00 
v (a) = Lo du= Jim Sn du = 2 VE). 


C.Q.F.D. 


Théorème 24 (Lemme de Fatou) Soit { fn}nen une suite de fonctions 
fn € L'UX,T,u) positives. Alors (dans [0, +00] ), 


! liminf f, du < lim int / În du. 
x FROLX 


n— +00 n 


Démonstration. 
Les fonctions 
9n = inf{fk|k>n} 


forment une suite croissante de fonctions intégrables positives donc (conver- 
gence monotone) 


fominr se du= [nm on du nn, Jon du 
= lmint / inf{fk|k>n} du < iminf / fr db: 
X RERTARE 


n— +00 


C.Q.F.D. 
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Théorème 25 (Convergence dominée) Soit { fh}nen une suite de fonc- 
tions fn € L'(X,T,u) admettant une limite f. S'il existe une fonction 
g € L'X,T, u) telle que |fal < g pour tout n, alors f € L'(X,T, ui) et 


ia (Lo — fl du = 0: 


n— +00 


Démonstration. 
L’intégrabilité de f découle de |f| < g. Appliquant le lemme de Fatou 
aux fonctions intégrables positives hn = 2g — |fn — f|, on a 


J 20 du= fi lim inf ha du <Himinf /| Rn du 
X x +00 n— +00 
= 29 du -timsup f 1 — fi due 
X n—+0 JX 
C.Q.F.D. 


Exemple. 

Soit f € L'(X,T, y). En approchant f+ et f— par des suites croissantes 
de fonctions étagées positives intégrables D} et @, respectivement et en 
vertu de la relation |d} — 4, | <|f|, on peut écrire que 


+n(u({z [n < f(x)}) — (x | f(x) < —n})) 


Exemple. 
Soit ÿ, fn une série convergente de fonctions intégrables. Alors on peut 


affirmer que 
LEE fin an 


pourvu que les fonctions f, soient positives (convergence monotone) ou 


pourvu que 
5 | lnl du < +00 
N X 
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(convergence dominée). En particulier, considérant la mesure du cardinal 
Licara Sur N, on a toujours 


> > An,m — ) ) An,m 
nm m mm nm 
lorsque les nombres ä».m sont positifs. 


Exemple. 

Supposant y o-finie, soit {D, }hen une suite croissante de parties mesu- 
rables de mesure finie épuisant X. L'opérateur de troncature associé T} est 
défini par 

Ta f(&) = Ip, (x) inf{n,sup{ f(x), -n}}. 


On a limy_,400 Tn f = f et [Tn fl <|fl. Donc si f € L'(X,T, y), on a 


[ru lim [Ter du. 
X n—+oo J'x 


Sif € L'(X, ©) (les classes d'équivalence modulo y des fonctions intégrables), 
soit 


Ia = fa = jf 191 du 


Théorème 26 L'espace (LiX, T),|||l1) est un espace de Banach et la conver- 
gence en moyenne entraîne la convergence en mesure. 


Démonstration. 
Il est clair que |||1 est une norme sur EX: T) et que, pour tout 0 > O, 
on à 


Jour où du > 6 ne 11) — gt > 6) 


(inégalité de Tchebychev). Ainsi 


inf{6 | u(As(f,g)) < 8} < inf{6 | || — ga < }= ||f — gl”? 
d’où l'inégalité 
d(f,8) < |f- gl}. 


Soit {f,}nen une suite de Cauchy dans LyCX , +). Il suffit de voir qu’elle 
contient une suite partielle convergente dans Li(X ,T). Puisque la suite sa- 
tisfait la condition de Cauchy dans l’espace de Fréchet (LÜ(X,T),d,), il 
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existe f € Lx T) telle que limy_+ dy(fn,f) = 0. On peut donc en ex- 
traire une suite partielle f,, qui converge presque partout vers f (théorème 
(14)). En vertu du lemme de Fatou, on a alors 


Jr — F1 du <Himint JL, — fl du < € 
X k—+o0 Jx 


dès que n4 est assez grand, c’est-à-dire que la suite partielle f,, converge 
également vers f en moyenne. C.Q.F.D. 


L'intégrale associée à une mesure de Lebesgue-Stieltjes ur engendré par 
une fonction croissante F' sur R est une intégrale de Lebesgue-Stieltjes, sou- 


vent dénotée _—. 
Î Î dur = . f() dF(o). 


Les fonctions continues sur un intervalle compact sont toutes intégrables 
au sens de Lebesgue-Stieltjes et, dans le cas de la mesure de Lebesgue À 
elle-même (F(x) = x), il suit du théorème fondamental du calcul (il s’ap- 
plique à l'intégrale de Lebesgue comme à l'intégrale de Riemann — même 
démonstration) que l'intégrale de Riemann et l'intégrale de Lebesgue d’une 
telle fonction coïncident. 


Exemple. 

Si (Q,T, P) est un espace probabilisé et si X € L!(Q,T, P) (on dit alors 
que la variable aléatoire X admet une espérance mathématique E(X)), 
on à 


E(0 = fx dP= | x dFxte) 


Fx désignant la fonction de répartition de X. 
En effet, posant 


À, = X (ke 12 ME |) pour L<k<n2, 
An = X7'(]n, +ool), 
Bup= Xl] RE IR D) pour 12 FE 27, 
Bn = X7°(]-00,-n]) 
et 
. ne —I2,,)+n(14, — Ie) 
18 on n,k n,k n m7 
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On à 
X= lim Xn, [Xnl <[X|. 
n— +00 


D'où (convergence dominée) 


n2? 
= dim DE (PCA) — P(Bn x) + n (P(An) — P(Bn)) 
=] 
| 1 k—1 k& É.. ke 
+00 
Hn(dEx (+001) — dEx(]-00,-n])= [ LdrS 


6.1 Exercices 


Justifier toutes ses réponses. 


1. Soient (X,T,u) un espace mesuré et f € LU(X,T) une fonction posi- 
tive bornée. 
— Montrer qu’il existe une suite de fonctions D, € E(X,T) positives 
qui décroît vers f. 
— En déduire que si E € T est de mesure finie, 


| f du = int{ ] ddl EUX Su), f < 6}. 
E E 


— Les hypothèses « bornée > et « de mesure finie > sont-elles nécessaires ? 
2. Soit (X,T,u) un espace mesuré et ÆE, € T pour n € N. Déduire 
l'inégalité 


n— +00 n— +00 


mn (in inf r,) < liminf u(Eh) 


du lemme de Fatou. 


3. Soit (X,®, 1) un espace mesuré de mesure finie. Montrer que la relation 


- \f — gl 


définit sur ee , +) une distance qui est équivalent à celle de la conver- 
gence en mesure du(f,g). 
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4. Soient X € L°(Q,T), t € R et supposons que et* € £L!(Q,T,P). 


Montrer que 
+00 
ji e* dP el dFx(x). 
A —00 
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7 ESPACES DE LEBESGUE 


Soient (X,T,u) un espace mesuré et p €]1,+oo[. On pose q = p/(p — 1) 
de telle sorte que 
1 I 
cp 
pq 
(exposants conjugués). 
LP(X,Œ,u) € LU(X,T) désigne l’espace des fonctions de p-ième puis- 
sance intégrable par rapport à u sur X et si f —{[f] € LE(X, ©) (les classes 
d'équivalence modulo y de ces fonctions), soit 


1/p 
(fly = flo = ( ur 4) | 


Théorème 27 (Hôlder) Si f € LP(X,®,u) et g € LIUX,ET, ui), alors fg € 
L'(X,T,u) et 
I fglh < 1 flpllglla 


avec égalité si et seulement si, u-presque partout sur X, on a 
gl 1FCx)P = fe lgGx)lf. 


Démonstration. 
On peut supposer que 0 < ||f|,||g|4. La fonction { + log t étant concave 
sur [0,+c{, on a 


p llogu+q !logv < log(p lu +q lv) 


c’est-à-dire 
ulPolla € plu + go 
quels que soient u,v > 0. Choisissant 


He ko 


q 


UV — 
fl Ilgla 


on obtient 


f(æ)gG)l 11) 118) 


Mr, Ie SD. ï : 
I Fllpllglla F1 Iglla 
En intégrant cette inégalité, on trouve 
fall —1 = 
SR <ptpg te. 
I Flll9lla 
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La concavité du logarithme étant stricte, on ne peut avoir égalité que si 
Iglla f(x)? = F1 19(x)|f a-presque partout sur X. C.Q.F.D. 


Théorème 28 (Minkowski) Si f,g € LP(X,&,u), alors f+g € LP(X,T,u) 
et 
If + 91» < [flo + Ill 


avec égalité si et seulement si, u-presque partout sur X, on a 


gl FC) = flo gx). 


Démonstration. 
L’inégalité |f + gl? < 2P(|f[P + |g/?) entraîne f + g € LP(X,T, y). On 
peut supposer que 0 < || f + g|},. En vertu de l'inégalité de Hôlder, 


If+a8= | \f +9 du= | L£ + 9P If + al du 
X X 
<) \£ + gp du+ | + 9 lol du 
X X 
< |f + al8 fille + 1 + 95 elle 
d’où, en multipliant par ||f + gl} ?, 


I + 919 < | Flo + gl 


La seconde inégalité sera stricte à moins que l’on ait |[g||, | f(x)| = || fl» 19(x)| 
L-presque partout sur X et la première implique que sgn f = sgn g u-presque 
partout sur X. C.Q.F.D. 


Théorème 29 L'espace (LE (X,T), |||l}) est un espace de Banach et la conver- 
gence en moyenne d’ordre p entraîne la convergence en mesure. 


Démonstration. 
L’inégalité 


Î Lf — gl du > 6P (x | 1f() — g(x) > 6}) 


implique l’inégalité 
du(f,8) < [If - gl} 09. 
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Cette dernière et l'inégalité de Minkowski impliquent le résultat (comme 
pour le théorème (26)). C.Q.F.D. 


Un espace préhilbertien (réel) (X, {)) est un espace vectoriel (réel) X 
sur lequel est défini un produit scalaire (}) : X x X — R tel que 


PSL'{s;x) > 0x0: 
PS2 (x,y) = (y,x); 
PS3 (c171 + c2T2, y) = c1(t1, y) + ca(x2, y) pour tous «1,2 ER. 


Ces propriétés ont pour conséquence immédiate l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 
le(s) Ga 
et le produit scalaire induit une norme sur X : 
star 


Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet. 
Sifige EX, T), on pose 


(£,8) = (f,9) = Î ou 


L’inégalité d,(f,g) < |f — g||>° entraîne que L?(X,®) est un espace de 
Hilbert. 


Théorème 30 Si u est finie, 1 < p < r < +o implique Lx; Sie 
LE(X,T) et la convergence en moyenne d'ordre r entraîne la convergence 
en moyenne d'ordre p. De plus, sif € LE(X,®), 


fs à LL: 
If = lim, Ill 


Démonstration. 
Sil<p<r<+æ,ona 


p/r 
| \f1P = ( [l LT 4) a(X) PP 
X X 


Flo SFr BOX. 


d’où 
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Si r — +oo, directement, 


flo < Ille LX)P. 


Donc, si f € LP(X, ©), 


limsup || fl» < [flo 
p— +00 


D'autre part, quel que soit Ô €]0,||flx[ , on a 


fl > 6 (x | f(x) > 67)? 


de telle sorte que 
. S 
Hiva inf fe lee 


C.Q.F.D. 


Exemple. 

Soit X € L?(Q,T, P) une variable aléatoire de carré intégrable . Alors 
X € L'(Q,E, P) admet aussi une espérance mathématique et sa variance 
V(X) est 


V(X) = E((X — E(X))) = E(X?) - E(X)2. 


Comme pour l’espérance mathématique, on peut utiliser la formule 


+00 
/ X? dP = | x? dFx(x) 
A —00 


pour la calculer. 


Théorème 31 E(X,T) est dense dans LY(X,T) et pour tout p € [1, +, 
EX; T) est dense dans L'(X,T). 


Démonstration. 

Le cas p = + découle de ce que toute fonction mesurable bornée est une 
limite uniforme de fonctions mesurables étagées (théorème (18)). Si 1 < p < 
+oo et f € LP(X,T, ui) est positive, il existe une suite croissante de fonctions 
mesurables positives étagées d, qui croît vers f. Puisque (f —6,)? < fP, on 
a limy_,+00 || f — Dn|ly = 0 (convergence dominée). Le cas général découle de 
l'inégalité 


If — (bn SUP — dllo + — Pl. 
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C.Q.F.D. 


Le dual X* d’un espace vectoriel normé (réel) X est l’espace des formes 
linéaires continues £/ sur X, c’est-à-dire l’espace des fonctions £ : X — R 
telles que 


FL1 {(cix1 + ct) = cl (x1) + col(x2) pour tous «1,c2 € R: 
L 
FL2 |/| = sup {TE | [xl 0) < +00. 
x 

En présence de FL1, FL2 signifie que / est continue. R étant complet, X* 
est un espace de Banach. 

Si p et q sont des exposants conjugués et si f € LP(X,®Œ,u) et g € 
LIX,T, ui), la relation 


GO = | Fa du 


définit une forme linéaire continue sur LE (X, ©). 


Théorème 32 Si un € M,(X,®) est o-finie et p € [1,+oo|, l'application 
gt L, est une injection linéaire isométrique de L(X,T) dans (LE(X,T))'. 


Démonstration. 

Lorsque 1 < q < +0, on a [4,(f)| = ||fIbllgly pour f = sen (g)|g|?P et, 
lorsque q = 1, pour f = sgn(g) . Donc, dans ces deux cas, sans hypothèse 
supplémentaire, {|| = ||1g/4. Lorsque q = +co, soit {Dy}nen une suite 
croissante de parties mesurables de mesure finie épuisant X. Considérons, 
pour chaque m, l’ensemble 


Am = {x |1g()l > [lglloo — 1/m} 
et soit nn tel que H{(AmDn,,) > 0. Si 


[4,,D 
fn = Sn (9) 
As De) 


On à 


i ï 
&En)= | no du= | du > ||glo — — 
9(fm) La TEE Le. Igl du > ||g| _ 


ce qui implique que 


ll = sup{lé (PTT F1 = 1} = 1glloo- 
C.Q.F.D. 
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7.1 Exercices 


Justifier toutes ses réponses. 


1. Soient X € L!(Q,T, P) une variable aléatoire admettant une espérance 
mathématique et 0 : R — R une fonction convexe dérivable telle que 
E(X) € L'(Q,T, P). Montrer que 


6(f xar) < [éco ar 


(inégalité de Jensen). 
(Suggestion : utiliser l'inégalité de convexité d'(to)(t — to) + d(to) < 
o(t)). 

2. Soient X € L!(Q,T, P) une variable aléatoire admettant une espérance 
mathématique. Montrer que 


1+1|XI2 + V1+X2dP<1+|X|:. 
(o 


3. Soient 0 <p<r < 8 < +oo. Montrer que 
LP(X, TE, B)L(X,T, pu) € L'(X,T, na). 
4. Soient 1 < p <r < +oco. Montrer que 


LP(X,Tu)L(X, Tu) C L'(X,E,u)LO(X,E, pi). 
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8 MESURES PRODUITS 


Soient (X1,T%1) et (X2, T2) deux espaces mesurables. La tribu produit, 
T1 x To, est la tribu sur l’ensemble produit X1 x X2 engendrée par la famille 
R des rectangles mesurables, c’est-à-dire par les ensembles R de la forme 


R=E x E avec EE Ti et E € TD: 


Ti X To — T(N). 


L’algèbre de Boole engendrée par ces rectangles mesurables est constituée 
de leurs réunions disjointes finies, les ensembles élémentaires, 


ANR) — Dminenment 


k=1 


On a 
Ti X To = T(AR)). 


Théorème 33 La tribu (A) et la classe monotone M(A) engendrées par 
une algèbre de Boole À sur un ensemble X coïincident. 


Démonstration. 
Il suffit de voir que T(A) € M(A) et, pour cela, il suffit de voir que M(A) 
est une tribu sur X. À chaque À € X, associons 


MA = {B| AUB,AB°, AB e M(A)}. 


MA est une classe monotone. Si À € À, MA contient À donc M4 contient 
M(A). Si B E MA), Mz contient À (puisque À € MZ si et seulement si 
B E MA) donc MZ contient M(A). 

Puisque X € A, X € MA). Si E € MA), X € My donc E° € MA). 
Si E,F EMA), E € Mr donc EU F € M(A). Si, enfin, Ex € MA) pour 


tout n E N, 
N 


U En EMA) pour tout NEN 
n=1 


donc, par monotonie, 
+00 


U & em). 


n=1l 


C.Q.F.D. 
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On a donc une troisième expression pour la tribu produit : 


T1 X To = M(A(R)). 


Lemme 4 Si E € T1 x To, ses sections Ex, — {x2 | (x1,x2) € E} et 
E*2 = {x1 | (x1,2%2) € E} sont mesurables (sont dans T2 et dans T1 respec- 
tivement,. 

Si f € L'(X1 x X2, T1 X To), les fonctions partielles f., et f*? définies 
par fx, (2) = f(a1,x2) = f"2(x1) sont mesurables (sont dans L(X2, T2) et 
dans L'(X:,T1) respectivement). 


Démonstration. 
Pour x1 € X1 fixé, considérons 


Lee — {E E Ti X D | Es € To}. 
En vertu des relations 
(E°)a — (Ex) et [U 5) 7 [UEn)er: 
n x n 


T>, est une tribu sur X1 x X2 qui contient les rectangles mesurables donc 
qui coïncide avec T1 X To. 
Le deuxième énoncé suit de ce que (fx,) ?(E) = (f-(E))x,. C.Q.F.D. 


Théorème 34 Soient (X1,%1,1) et (X2, T2, 2) deux espaces mesurés o- 
finis. Il existe une et une seule mesure positive 1 X 2 sur X1 X X2 (définie 
sur T1 x T2), la mesure produit de 1 par 2 , telle que pour tout rectangle 
mesurable E1 x E2 on aît 


ui X mo(E1 X Eo) = pu (E1)no(E>). 


Démonstration. 
Soient {Dy}nen et {Cn}nen des suites croissantes d’ensembles mesu- 
rables de mesure finie qui épuisent X et X2 respectivement et posons 


R=D;XC,: 


e Unicité. 
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Soient y et y deux mesures positives sur X1 x X2 (définies sur T1 x 2) 
telles que pour tout rectangle mesurable Æ; X E2 on ait 


UE x E2) = (E1)u2(E2) = v(E1 x E2). 
Considérons 
M1 = {E € T1 x T2 | U(E Ra) = v(ER) pour tout ne N}. 


M: est une classe monotone qui contient les ensembles élémentaires de X3 x 
X2 donc Mi = T1 X T2. On a ainsi pour tout E € T1 x F2 


u(E) = lim u(ERh) = LE v(ERà) = v(E). 


n— +00 


e Existence. 
Si E € T1 x To, l'application X1 — [0, +] définie par 


tir Ig(x1,22) du2(xo) 
X2 


est mesurable. En effet, considérons 
Mo = {EE TixT | Î ler, (t1,22) du2(xo) € CRE) pour tout n € N}. 
X2 


M>2 est une classe monotone (convergence monotone pour les suites crois- 
santes, convergence dominée pour les suites décroissantes) qui contient les 
ensembles élémentaires de X1 x X2 donc Mo — Ty X T2. On a ainsi pour 
tout E € Ti x T2 que 


lim ler, (t1,22) dpu(xo) 
n— +00 Xo 


Î Le(x1,22) dua(x2) = 
X2 


est mesurable. 
On peut donc poser 


la X Wo(E) =) dm) | Le(x1, 22) dyu(x2). 
% 
Alors u1 X yo € M4 (X1 X X2, 81 X To) et 


pi X Ho(Es X E2) = ju (E)2(E) 


pour tout rectangle mesurable Æ1 x E2. C.Q.F.D. 
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Théorème 35 (Tonelli-Fubini) Soient (X1,%1,1) et (X2, 2,12) deux 
espaces mesurés o-finis et complets. 


1. Soit f € LOX1 x X2, T1 X To) une fonction positive. Alors la fonction 
X1 — [0,+o] définie par 


tir f(a1, 72) du2(x2) 
X2 


est mesurable et (dans [0,+c)]) on a 


a dur X la = Î dite) f(x1,x2) duo(x2). 


2. Soit f € L(X X X2, T1 X T2, 1 X 2). Alors pour j-presque tout 
x1 € X1, la fonction partielle x2 + f(x1,x2) est intégrable, la fonction 
X1 —R définie u1-presque partout sur X1 par 


tit | f(x1,72) dua(x2) 
X2 


est intégrable et 


ne F du X h2= le dite) f° f(x1,x2) duo(x2). 


Démonstration. 

Le théorème de Tonelli (l'énoncé pour les fonctions positives) est vrai 
pour les fonctions indicatrices des ensembles mesurables donc, par linéarité, 
pour les fonctions mesurables positives étagées donc, par convergence mo- 
notone, pour les fonctions mesurables positives quelconques. 

Le théorème de Fubini (lénoncé pour les fonctions intégrables) s’en 
déduit en l’appliquant aux fonctions f* et f— et en remarquant que 


[l f* du x po ) dm) | f'(x1,22) dua(x2) < +00 
X1XX0 X1 X2 


et que 


[l f din X po 1 dm) | f(x, T2) dua(xa) < +oo. 
X1XX0 X3 X2 


C.Q.F.D. 
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La tribu produit 1 x &2 n’est en général pas complète relativement à la 
mesure produit 1 X 2. Si en effet Æ1 € X1 n'est pas mesurable et NM € X2 
est de mesure nulle, l’ensemble produit E1 x N: sera négligeable pour 41 X po 
sans être mesurable. 


Soit (X,%,,1) la complétion de l’espace (X,T, u). Tout ensemble E € &, 
peut s’écrire sous la forme 


E = Ej+EÆ2 avec E ET et u(E2) = 0. 
Toute fonction f € L°(X,T,) peut s’écrire sous la forme 
f= fi+f> avec fie LOX,T) et f2 — 0 y — presque partout sur X 


(cela est vrai pour une fonction indicatrice donc, par linéarité, pour une 
fonction étagée donc, par passage à la limite, pour une fonction mesurable 
quelconque). La fonction f € L!(X,T,.u) si et seulement si la fonction 
fi € L'(X,T, u) auquel cas 


fran fn du 


Lemme 5 Soient (X1,%1,1u1) et (X2, 2,12) deux espaces mesurés o-finis 
et complets. Si la fonction fr € LI(X1 x Xo, (Ti X Tux») est nulle j1 X u- 
presque partout sur X1 x X2, pour pu -presque tout x1 € X1, la fonction par- 
tielle x2 + fa(xi, 2) est nulle 2-presque partout sur X2 et, en particulier, 
elle est mesurable et 


[l 2 dun X po = dm(m) [ f(t1, 2) duo(x2) = 0. 
X1XX0 Xi X2 


Démonstration. 
Soit E = {(x1,x2) | f2(x1, 2) ZÆ 0}. Il existe FE Ti x BtelqueECF 
et que 1 X u2(F) = 0. Donc 


da(æ) | Lr(x1,22) duo(x2) = 0 
X1 X2 
et 


pa(Fn) = Î Ie(t1, 82) dua(zo) = 0 
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pour -presque tout æ1 € X1. Puisque E,, € F,, et que (X2, T2, 12) est 
complet, Ex, € T2 et u2(Ex,) = 0 pour H1-presque tout x1 € X1. Mais alors 
la fonction 2 + f2(x1,t2) est nulle u2-presque partout sur X2. C.Q.F.D. 


Il suit de ce lemme que le théorème de Tonelli-Fubini reste valable si l’on 
y suppose seulement que la fonction f est mesurable relativement à la tribu 
complétée (T1 X To) xp. 


Exemple. 


Le théorème de Tonelli-Fubini est souvent appliqué de la façon suivante. 
Soit f € LEA X X, (ai X Sole Alors 


Jam fdu= Hole Fos 
Xi X2 X2 Xi 


Jam aies 
X X2 


La tribu de Lebesgue sur R?, £p2, est la complétion de la tribu produit 


£r X £r relativement à la mesure produit À2 = À X À1 . Pour tout rectangle 
(a,b) x (c,d), on a 


A2((a, b) x (c, d)) = (b — a)(d — c). 


De plus, pour tout (xo,yo) € R? et pour tout Æ € £p2, E + (x0, Yo) € Lr2 
et 


pourvu que 


X(E + (x0,ÿo)) = AE). 
En effet, 
E(æoyo) = {E € LR? | E + (x0, yo) € Lr2} 


est une tribu contenant les rectangles mesurables donc £r x £r € T( 
LR. Si E € sr 


%0,y0) C 


TO yo) è 


Etain) | 


— OO 


+00 


+00 
dx ji Le+(x0,%0) AY 
+00 


= fe A(CE + (xo, Yo))x) dx = . A(Ex-x0 + Yo) dt = 1. M(Ex-x0) dx 


(ee) — OO 


+oo ro 
=) dx | T£4(20,0) dy = AE). 


On en tire que T{xy0) St complète relativement à A2 donc que T{x,yo) = 
Lr2. 
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8.1 Exercices 


Justifier toutes ses réponses. 


1. Donner un exemple 
— d’une classe monotone sur X contenant l’espace X et l’ensemble 
vide mais qui n’est pas une tribu, 
— d’une mesure qui n’est pas o-finie. 


2. Soient grd la Mesure du cardinal sur N et 


2—277 Si M=N, 


finm)=4-2+2% si m=n+1 
0 autrement . 
Calculer 
| dar) ] f(m,n) dlicard(n) 
N N 
et 


[ dhearatn) | f(m,n) dlicard(M). 
N N 
3. Soient (X,T,u) un espace mesuré o-fini complet, f,g € L?(X,T, y) et 


h(æ1, 22) = (f(x1)g(œ2) — f(x2)g(m1))*. 


Montrer que h € L!(X x X,T x &,u x ui) et en déduire l’inégalité de 
Cauchy-Schwarz : 


Ifglh < 1 flelale- 


4. Soient (X1,%1,uu) et (X2, T2, u2) deux espaces mesurés o-finis com- 
plets, K € L?(X1 x Xo, T1 x To, pu X po) et f € L?(X1, T1, 1). Montrer 


que 
— Pour u2-presque tout x2 € X2, la fonction x + f(x1)K(x1,22) est 
intégrable. 
— La fonction 
g(x2) — fi) K(a1,22) dun 
X1 


est mesurable. 
— 9€ L?(Xo, To, lu2) et 


Iglle < | Fall A1. 
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9 MESURES SIGNÉES 


Soit (X,T) un espace mesurable. Une mesure signée sur X est une 
fonction v : © — R telle que 


MS1 v({) = 0; 
MS2 FE, ET pour toutneNet EmEn = 0 si nm impliquent 


v D si) = NV v(E). 


nEeN neN 
M(X, T) désigne l’espace des mesures signées sur X, définies sur &. Ainsi 


MX, €) = M(X,T)M(X, ©). 


Exemple. 
SiueMi(X,®) et f € L'(X,T, pu), la relation 


v(E)= | jdn, BES. 


définit une mesure signée sur X et l’application f + v} est une injection 
linéaire de Lx; T) dans M(X,®) (théorème (23)). 


Une mesure signée possède les propriétés de continuité d’une mesure 
positive mais elle n’est ni croissante ni sous-additive (théorème (7)). 


Soient Ex € T des ensembles disjoints deux à deux. Puisque, pour toute 


énumération n1,n2,n3,... de N,ona 
+00 +00 
) V(Eny) = v ) Ex |, 
k=1 k=1 


on doit avoir convergence absolue de la série des mesures des ensembles E} : 


+00 
Ÿ_ IP(Ex)| < +00 
k=1 


(voir [8], chapitre 3). 
La variation |v| de la mesure z est la fonction |r| : © — [0, +co] définie 
par 


+00 +00 
PIE) = sup D PBIIIR ETS E=I FR}. 
k=1 k=1 
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Théorème 36 Soit v € M(X,®). Alors |v| € M,(X,®). On a [v(E)| < 
IvI(E) pour tout E ET et si pE M}(X,®) est telle que [v(E)|] < p(E) pour 
tout E ET, alors |v| < p. 


Démonstration. 
Soient E, € T des ensembles disjoints deux à deux. Posons E= XXE, 
et soit E — re Fy une partition mesurable quelconque de Æ. Alors 


+00 +00 
l(F%)| = (ns) = |S v(FrEn) |< Eu (F,En) 
n=1l n=1l 
donc 
+00 +00 +00 +00 
DL (Bi) < SN FE) = SN lv(F4En) ISÈUE, 
k=1 n=1 n=1 k=1 
et 
+00 
ICE) < DIE) 
n=1l 


Pour établir l'inégalité réciproque, distinguons suivant que |[v|[(E,) < +oo 
pour tout n ou non. Dans le premier cas, soient En — Du Frn des parti- 
tions mesurables des ensembles E,, telles que 


+00 2 
En) < DC Fka)l + 37. 
k=1 


Alors E — ne 7 % Fyn est une partition mesurable de E et 


+00 +00 +00 
DCE) —-e< DD UP Frn)l < ICE). 
n=1l n=1 k=1 


Supposant, dans l’autre éventualité, que [v|(E,) = +oo, soit K > 0 ar- 
bitraire. Soit En — Su Fym une partition mesurable de E,, telle que 
DE |(Frm)l > X. Alors 


+00 
E) > D WE) + SC Fem)l > Ki 
n£m k=1 
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Ainsi |v| € M,(X,®) et, évidemment, |v(E)| < |v|(E) pour tout E € %. 


Supposons que p € M,(X,T) à la même propriété. Alors, pour toute parti- 
tion mesurable E = XX F, de E, on aura 


+00 +00 
D P(F)I < SÙ p(F4) = p(E) 
k=1 k=1 


donc |v|(E) < p(E). C.Q.F.D. 


Soient p1,p2 € M(X,Œ) UM,(X,T) deux mesures sur X. Elles sont 
étrangères l’une à l’autre (ce que l’on note quelquefois p1Lp2) s’il existe 
Di, D2 € © disjoints tels que p1 soit concentrée sur (portée par) Di et que 
p2 soit concentrée sur D», c’est-à-dire que pour tout E € Ÿ, 


P1(E) = pi(EDi) et pa(E) = pa(EDi). 


Cette décomposition de l’espace n’est pas nécessairement unique. Par exemple, 
si p1 et p2 sont positives et s’il existe N € T tel que p1(N) = pa(N) = 0, pi 
sera aussi portée par Di N° et p2 par D2N°. 


Exemple. 
Soient w € M,(X,®) et f € L'(X,%,u). Les mesures vy+,v,_(E) € 
My(X,T) sont étrangères l’une à l’autre; la première est concentrée sur 


DŸ = {x| f(x) = f*(x) > 0} 
et la seconde, sur 
DT = {x| f(x) = —-f" (x) < 0}. 
On a les représentations 


Vf = Uf+ — Vr- et Vif = Vp+ + VF. 


Théorème 37 (Hahn-Jordan) Soit v € M(X,®T). Alors il existe une et 
une seule paire de mesures vŸ,v7 € My(X,®) étrangères l’une à l’autre 
telles que v = v* — 17. On a alors aussi [v| = v* + et, en particulier, 


| € My(X, ©). 
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Démonstration. 
Considérons les ensembles « positifs > pour  : 


P={EeT|AET et ACE impliquent v(A) > 0}. 


Si En € P pour tout n EN, Fi = E et Fn = EnEf_,::.Ef sin > 2 sont 
aussi dans P et [J, En = ÿ:, Fn € P. 
Soient a = sup{v(E) | EE P}et FE, € P tels que lim,_,165 (En) = à. 


Si 
D=|)#, 
D EPet 
v(D) D | >" ) on Jim v(En) = à 


La relation 
vT(E)=v(ED), EE%, 


définit une mesure positive finie sur X, concentrée sur D. La relation 
v_(E)=-v(ED°), EE%, 
définit une mesure signée sur X, concentrée sur D° et l’on a 
+ 


V=vVT—y. 


Vérifions que v— est positive. 
Supposons au contraire qu'il existe E € € tel que v(ED°) > 0. Posons 
Bo = ED°. Alors Bo é P. Ainsi 


Bi =inf{v(B)|BE%, BC Bo} <0. 
Choisissons B1 € T tel que B1 € Bo et que 
Bi < v(B:) < inf{0, 81 +1}. 
On a v(BoBf) = v(Bo) — v(B1) > 0 et donc BB € P. Ainsi 
B2 = inf{v(B)|BET, BC BoBf} <0. 
Choisissons B2 € T tel que B2 € BB et que 


B2 < v(B2) < inf{0, 2 + 1/2}. 
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On a v(BoBŸB5) = v(Bo) — v(B1) — v(B2) > 0 et donc BoBB$ € P. Ainsi 
de suite. On obtient de cette façon une suite d’ensembles mesurables deux 
à deux disjoints B, tels que 


Ba < v(B,) < inf{0, 8, + 1/n} 


avec 
Bi < Ba < +: <0. 


et donc Bof, B$, é P. La série )\,, v(Bh) étant convergente, 


LR 
Mais si Ae Tet À C Bof, B$, on a v(A) > ff} pour tout n et donc 
nécessairement (A) > 0. Cette contradiction montre que la mesure 7 doit 
être positive. 

Puisque |v(E)| < v*(E) + v-(E) pour tout E € %, || < vt +. 
D'autre part, E = ED + ED° étant une partition mesurable de E, on doit 
avoir vt(E) +v-(E) = |v(ED)| + [v(ED°)]| < [v|(E). Ainsi [v| = vt +. 
En particulier, la variation d’une mesure signée est finie. L’unicité de la 
décomposition découle des relations 


27, À 2 


+ _b+r _W-r 


C.Q.F.D. 


Si yu,uo € Mi(X,T), f € L'(X,T, ju + 2) si et seulement si f € 
L'(X,T,1)L!(X,T, 2) auquel cas 


fes at + un = | # dur + 7 du. 


En effet, la validité de cet énoncé est évidente pour les fonctions mesurables 
étagées et s'étend par convergence monotone aux fonctions intégrables po- 
sitives puis, par linéarité, aux fonctions intégrables arbitraires. 


Soit v e M(X, ©). Si f e L'(X, Tv) = L'(X,T,vt)LI(X, Tv) — par 


définition, on pose 
fra] far - | Î dv. 
De X X 
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On a alors 


fra frat- fra < fines [ina = fin dv 
X X X X X X 
donc l'inégalité suivante : 
fra finan 
X X 
Exemple. 


Soient u € M4(X,®) et f € L'(X,T,u). Alors g € L'(X,&,vy) si et 
seulement si gf € L'(X,Œ,u) auquel cas 


Jo dv [of du. 
X X 


Il suffit en effet de vérifier cet énoncé lorsque f est positive. Il est alors 
évident si g est une fonction mesurable étagée puis, par convergence mono- 
tone, si g est positive et enfin, par linéarité, si g est une fonction intégrable ar- 
bitraire. On écrit quelquefois la relation intégrale précédente sous la « forme 
différentielle » : 


dv = fdu. 


Soient p1,p2 € M:(X,T) deux mesures positives sur X. La mesure p2 
est absolument continue par rapport à p1 (ce que l’on note quelquefois 
p2 << p1) si 


pour tout E ET, p1(E) —0 implique p2(E) — 0. 


Une mesure signée v € M(X,T) est absolument continue par rapport à une 
mesure positive u € M,(X,®T) si sa variation || est absolument continue 
par rapport à Lu. 


Exemple. 
Si up € M4(X, ©) et f € L'(X,T,u), vf est absolument continue par 
rapport à 1. 


Théorème 38 (Radon-Nikodym) Soient 1 E M,(X,T) une mesure o- 
finie et v E M(X,T). Si v est absolument continue par rapport à , il existe 
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un et un seul élément f € LUXE T) (la dérivée de Radon-Nikodym de v 
par rapport à u) tel que 

V= UF, 
en d’autres termes, 


dv = fdy. 


Démonstration. 

L’unicité est évidente. Pour montrer l’existence, on peut supposer que 
est positive. 

Considérons d’abord le cas où w est finie. Soit 


P=fgeL{X, Tu) |0< | g du < v(E) pour tout E ET}. 
E 


Si 9n € P pour tout n E N, fx = sup{g1,g2,...,gn} € P pour tout N EN. 
En effet, si E € ©, soient F1 = {x € E | fn(x) = g(x)} et, s2<Kk<N, 
Ex = {x € EEŸES EF, | fn(x) = gk(x)}. Alors 


[fx àn = > gx du < De (Ex) = v(E). 


Par convergence monotone, f — sup{g1,g2,...} € P. Soient 


a=supt / o du €P) 


et ÿn € P des fonctions telles que 


n— +00 


a= lim 9n du = lim fivau= [ru 
né N—+oo Jx X 


La relation 


DE) =vE)- | du, EE. 


définit une mesure positive finie sur X. Vérifions que p est identiquement 
nulle. 

Supposons au contraire que p(X) > 0. Soit X — D,+D% une décomposition 
de Hahn de X relativement à la mesure signée pn = p — u/n, c’est à-dire 
que p;, est concentrée sur D, et que p;, est concentrée sur D£. Posons 


D=|lJD; 


nEN 


71 


Pour tout n € N, on a 0 > pa(D°) = p(D°) — u(D°)/n donc p(D°) = 0, 
p(D) > 0 et, puisque z est absolument continue par rapport à y, u(D) > 0. 
Choisissons n tel que u(D,) > 0. Alors, quel que soit E € &, 


Je (s+ D, du = L: dy + LH(ED) = La du + p(EDn) 
L | f du+v(ED,) < v(EDS) + v(EDh) = v(E) 
EDS 


de telle sorte que f + In, /n € P ce qui est absurde étant donné que 


Fi (r+ “D, du > a. 
X nm 


Dans le cas où y n’est que o-finie, soient X = {J, D, une exhaustion 
de l’espace par des une suite croissante d’ensembles mesurables de y1-mesure 
finie, &, la trace de & sur D, et f, € (DE) la dérivée de Radon- 
Nikodym de la trace v, de v par rapport à la trace u, de 1 sur D,, prolongée 
à X en posant f,(x) = 0 sur Df. Ona0< fn < fn+1 puisque fn = fn+1 W 
presque partout sur D,. Soit f = lim,_1, fn. Par convergence monotone, 
pour tout EL E %, 


v(E)=, lime v(EDh 1e lim. Vn(EDn) 


= lim le fn din = lim ne [1 du. 
C.QFD. 


Remarque. 

Le théorème précédent est vrai en particulier si v € M(X,®T). Il reste 
valable si l’on suppose seulement que 7 € M}(X,T) est o-finie comme on le 
voit en épuisant X par une suite croissante d’ensembles mesurables D, tels 
que u(D) < +o et que 7(D,) < +00. La dérivée de Radon-Nikodym f est 
encore unique, positive -presque partout sur X et l’on a 


f du < + pour tout n € N. 
Da 


Exemple. 
Soit X € L!'((Q,T, P) une variable aléatoire admettant une espérance 
mathématique E(X). Si sa loi de probabilité dFx est absolument continue 
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par rapport à la mesure de Lebesgue À1, la dérivée de Radon-Nikodym de 
dFx par rapport à À est la densité de probabilité fx de X et l’on a 


+00 
E(X) = xzfx(x) dx. 


— OO 


Théorème 39 (Lebesgue) Soient 1 € M}(X,®) une mesure o-finie et 
v € M(X,®). Alors il existe une et une seule paire de mesures va, 1e € 
M(X,T), v, étant absolument continue par rapport à u et v. étant étrangère 
à u telles que 

VU = Va + Ve. 


Démonstration. 

Si p1,p2 € M(X, ©) sont absolument continue relativement à 41, p1 + p2 
l’est aussi (en vertu de l'inégalité |p1 + pal < |p1l + |p2l) et si elles sont 
toutes les deux étrangéres à 4, p1 + p2 l’est aussi (si p1 est portée par Di 
et p2 est portée par Do, p1 + p2 est portée par DiD2 + Di DS + DfD2 et 
est concentrée sur DDS). On en déduit l’unicité de la décomposition de 
Lebesgue. Si 

V = Va + Ve = Pa + Pe; 


sont deux telles décompositions, la mesure #4, — Pa = pe — Ve sera à la 
fois absolument continue par rapport u et étrangère à w, donc nulle. Pour 
montrer l'existence d’une décomposition de Lebesgue, on peut supposer que 
v est positive. 

Considérons d’abord le cas où y est finie. Soit f la dérivée de Radon- 
Nikodym de v par rapport à y + v. Alors f est positive (y + v)-presque 
partout sur X donc u-presque partout sur X et, pour tout EE %, 


fa-na= franz0 


ce qui entraîne que 0 < f < 1 v-presque partout sur X. Soit 
D ={x| f(x) =1} 


et posons 
(E) = v(ED), %(E) =v(ED°), EET 


définissant ainsi deux mesures positives finies sur X étrangères l’une à l’autre 
et telles que = 1, + v.. Comme 


vD)= | fan | 5 dv = nb) +v(D), 
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a(D) = 0 : s. et y sont étrangères l’une à l’autre. Si u(E) = 0, on aura 


ED) = | faut] fdr= | far 


[..a-nd&=0 


et puisque 1 — f > 0 v-presque partout sur ED°, il faudra que 


c’est-à-dire 


ED") = 1,(E) = 0: 


Dans le cas où y n’est que o-finie, soient X = ÿ', D, une partition 
mesurable de l’espace par des ensembles de u-mesure finie, 2 = Una + Vn,e 
la décomposition de Lebesgue de la trace 1, de 7 par rapport à la trace u» 
de u sur D, et, pour E € %, 


Va(E) = SN vna(EDn), ve(E) = D Vne(EDn). 


Alors, 2, ve € M(X,T), 7, est absolument continue par rapport à y, ve est 
étrangère à y et l’on a bien v = 4 + ve. C.Q.F.D. 


Remarque. 

Le théorème précédent est vrai en particulier si v € M;(X,®). Il reste 
valable si l’on suppose seulement que v € M}(X,T) est o-finie comme on le 
voit en considérant une partition mesurable de l’espace par des ensembles 
de mesure finie, X = ÿ°,, Dn, v(Dn) < +0o, en écrivant 2» = Vn,a + Vn,e SUT 
Deténposant =, Dome), De 


Si p et q sont des exposants conjugués et si f € LP(X,®T,u) et g € 
LIX,T, ui), la relation 
l(£) = Î Jg du 
4 
définit une forme linéaire continue sur £L}(X,T). On sait que si u est a-finie, 


quel que soit 1 < p < +0, l'application g + £, est une injection linéaire 
isométrique de L{(X,T) dans (LE (X,&))° (théorème (32)). 


Théorème 40 Si € M,(X,®) est o-finie et p € [1,+oo[, l'application 
gr {, est une bijection linéaire isométrique entre LA(X,T) et (LE (X,T))'. 
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Démonstration. 
Il suffit de voir que l'application g + £, est surjective. 
Considérons d’abord le cas où y est finie. Soit / € (LE (X, T))". Posons 


v(E) = Ur), EE. 


Comme p < +oo, v est bien une mesure signée sur X, évidemment abso- 
lument continue par rapport à y. Soit g € LE , +) la dérivée de Radon- 
Nikodym de v par rapport à u. On a 


{(Tz) = / leg du 
La 


donc, par linéarité, 
6) = [| 69 du 
X 


pour toute fonction @ € E°(X,T) donc aussi, par continuité, 


«= | fo du 


pour toute fonction f € L(X,T,u). Cela suffit pour en déduire que g € 
LI(X,%, p) : 
Si p = 1, l'inégalité 


fou <lu, ses 
implique que 
Ilglls < IE. 
Si 1 < p < +oo, soient E, = {x | |g(x)| <n} et 


0 si g(x) = 0, 


fn(x) = |gGx)|? 


Le, (x) sinon. 


Alors || fall < n1-! et 


1/p 
lol = (f ji du) | 
En 
1/p 
ag) = fl du < 1e ( jui du) 
En En 
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Donc 


et 


1/q 
( Jr 4) < || 
En 


pour tout n € N ce qui implique (convergence monotone) 


Ilgllg < IE. 


Si f € LP(X,T, u), soient dn € EX, T) des fonctions telles que 
“lim If — doll = 0. 


Alors 


n— +00 


AP) = in (60) = lim, Ju du = | 9 due 


Dans le cas où y n’est que o-finie, soient X = ÿ;, D, une partition 
mesurable de l’espace par des ensembles de mesure finie et £, la restriction 
de £ à Li, (Da, En), les fonctions définissant cet espace ayant été prolongées 
à X tout entier en les posant égales à zéro à l’extérieur de D. Soit, pour 
nEeN, 

En € LE, (Dn; ?n) 


telle que 
4E)= Jon dns À € LD En) 


prolongée à X de la même façon. La fonction 
9 — >» In 
nm 


appartient à l’espace LI(X,T, ui) : 
Si q — +00, 
IgÎlso = SUP{]gnllo} = sup{llal} < |£]. 
nm nm 


Si 1 <q < +00, 


q 
< | 


N 


D 9n 
n=1 


1 < liminf 
Nglg < Lim inf 


q 


parce que », 4 9n représente £ sur RE Dy. 
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Soit f € LP(X,T,u). On a 


LE) = € 5 2) = > {fIn,) = >. fn dhtn 
= fi sun Jim du | 50 00 


puisque 


N 
lu 92. 


C.Q.F.D. 


1/p 
FF ) IAE 


ae ZE [fi du < ([ 


n>N n>N Pn 


9.1 Exercices 


Justifier toutes ses réponses. 


1. Soient r et v2 deux mesures signées sur (X, €). Montrer que, quelques 
soient les nombres a1,a2 € R, 


lai21 + ao] < [&|lz1| + |ao||v|. 


2. Soit (X,T) un espace mesurable. Une mesure complexe z sur X est 
une fonction v : © — € additive et s’annulant sur l’ensemble vide. 
— Définir la variation || de v et vérifier que |v| est une mesure positive 
finie telle que 
| < Rv|+1|S7]. 


— Définir l’espace L'(X,T, v) et Jx f dv puis montrer que 


RE < fran. 


3. Soit v € M(X,T). Montrer qu'il existe f € L°(X,T) telle que |f| < 1 
[v|-presque partout et que 


v(E) =; d\v|, EE. 


4. Soit (X,®T) un espace mesurable tel que {x} € T pour tout x € X. 
Une mesure p € M(X,Œ) UM,(X,®) est diffuse si p({x}) — 0 pour 
tout x € X et atomique si elle est portée par un ensemble fini ou 
dénombrable. 
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— Montrer qu’une mesure diffuse et une mesure atomique sont toujours 
étrangères l’une à l’autre. 

— Montrer que toute mesure y € M}(X,®) o-finie admet une décomposition 
unique sous la forme 4 = p1 +p2 où p1 est diffuse et p2 est atomique. 
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10 ESPACES LOCALEMENT COMPACTS 


Soit X un espace topologique — (X, 9) s’il est nécessaire de préciser la 
famille des parties ouvertes. 

Une partie F de X est fermée si son complémentaire F"° est ouvert. 

Soit £ une partie quelconque de X. Son adhérence (ou sa fermeture), E, 
est l'intersection de toutes les parties fermées de X qui la contiennent — E 


oO 
est donc le plus petit ensemble fermé qui contienne Æ. L'intérieur de E, E, 


est la réunion des parties ouvertes de X qui sont contenues dans £ — E est 
donc le plus grand ensemble ouvert contenu dans Æ. 

Une partie K de X est compacte si tout recouvrement de K par des 
parties ouvertes de X contient un sous-recouvrement fini de K. Une partie 
A de X est relativement compacte si son adhérence À est compacte. 

Un voisinage V de E € X est une partie de X qui contient une partie 
ouverte O de X qui contient E : ECOCV. 

L'espace X est localement compact s’il est séparé, c’est-à-dire que deux 
points distincts y admettent des voisinages disjoints, et si tout point y 
possède un voisinage compact. 

Soit X un espace topologique localement compact. 

Si K est une partie compacte de X et x & K, il existe des voisinages U 
de K et V de {x} qui sont disjoints. En particulier, K est nécessairement 
fermé. De plus, toute partie fermée F' contenue dans un ensemble compact 
K est elle-même compacte. De même, on peut séparer les compacts disjoints 
de X par des ouverts disjoints. 


Théorème 41 Soit X un espace topologique localement compact. Si K € X 
est compact, O € X est ouvert et K € O, il existe un ouvert relativement 
compact U € X tel que KCÇUCUCO. 


Démonstration. 
Dans le cas où K — {x} est réduit à un point, soit V un voisinage 
(e] 
compact de ce point. Si VO° = Ÿ, U = V. Sinon, soient W1 et W2 des 
ouverts disjoints tels que x € Wi et VOS € W2. Alors W; € WS et l’on peut 
(e] 
prendre U = Wi V. 
Dans le cas général, soit, pour chaque x € K, U(x) un voisinage ouvert 
relativement compact de x tel que x € U(x) € U(x) € O. Il existe alors 
T1,22,...,2N € K tels que 


C.Q.F.D. 


Le compactifié d’Alexandrov de X est l’espace topologique X 1 obtenu 
en ajoutant à X un point « à l'infini > w et en prenant pour parties ouvertes 
de X 1 les parties ouvertes de X et les parties de X 4 qui sont de la forme 
X\K+{w} où K est une partie compacte de X. Le compactifié d’Alexandrov 
est un espace compact. 

L'espace X est dénombrable à l'infini (ou o-compact) s’il est la réunion 
d’une suite de parties compactes. 


Théorème 42 Soit X un espace topologique localement compact. Si X est 
dénombrable à l'infini, il peut s'écrire comme la réunion une suite croissante 


[e} 
{Hn}nen de parties compactes telles que Hn CHn+1. 


Démonstration. 

Soit {Kn}nen une suite de parties compactes telles que X = (ex Xn. 
Posons H; — K;. Supposons H;,H2,...,H, déjà construits. Soit alors, 
pour chaque æ € H,} U Ky, V(x) un voisinage compact de x. Il existe 
T1,22,...,2N € Hn U K, tels que 


HyU Kn € U V (xp). 
1<k<N 


Soit Hn+1 = Üicgen V(tx). On a 


Hyh C Ha U KA CHn+1 


et 
(e] 
reel 
neN neN 

C.Q.F.D. 

En particulier, toute partie compacte de X est contenue dans l’un des 
ensembles H} précédents. 

Le support d’une fonction f : X — R est 


supp(f) = {x | f(x) Æ 0}. 


C(X) = C(X, 9) est l’espace des fonctions continues sur X, C;(X) est l’es- 
pace des fonctions continues bornées, Co(X) est l’espace des fonctions conti- 
nues qui s’annulent à l'infini, c’est-à-dire telles qu'à chaque € > 0 corres- 
ponde une partie compacte K(f,e) de X pour laquelle x 4 K{(f,e) entraîne 
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|f(x)l < €, et, enfin, C.(X) est l’espace des fonctions continues à support 
compact sur X : 


Ce(X) € Co(X) € GX) € C(X). 
C(X) est un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme 


fl = sup{lf(x)| | x € X} 


et Co(X), en étant un sous-espace fermé, est lui aussi un espace de Banach. 


Théorème 43 (Urysohn) Soit X un espace topologique localement com- 
pact. Si K € X est compact, O € X est ouvert et K € O, il existe f € C(X) 
telle que 0 < f <1, f/K =1 et supp(f) € O. 


Démonstration. 
Soit {ro = 0,71 = 1,r2,r3,...} une énumération de l’ensemble Q[0, 1]. 
Soient U(0) et U(1) des ouverts relativement compacts tels que 


K CU(1) CU(1) EC U(0) CU(0) CO. 


Supposons déjà construits les ouverts relativement compacts U(r2), U(r3),...,U(r») 
tels que U(r;) € Uri) dès que r; < r;. Soient alors 


re = sup{rs | 0 < k <net rx <rauk, rm =inf{rs |0<k<net riy1 <rg} 


et U(rh+1) un ouvert relativement compact tel que 


U(r;) € U(rnx1) € U(rax1) € U(ri). 
On obtient ainsi une suite {U(r»)}n>0 d’ouverts relativement compacts tels 
que U(s) € U(r) dès que r < 8. 
La fonction 


J = sup{rlu() | r € Q[0,1]} 
est semi-continue inférieurement et telle que 0 < f < 1, f/K = 1 et 
supp(f) € ©. En fait, elle est continue. Elle coïncide en effet avec la fonction 
semi-continue supérieurement 


g = inf{(1 — Ses + six | s € Q[0,1]} : 


On à 


rlu(r) < ( — SG + slx = le) + ST; 


donc f < g et si l’on avait f(x) < g(x) en un point x € X, on pourrait 
trouver r,s € Q[0, 1] tels que f(x) < r < s < g(x) donc tels que x & Ur) 
mais + E U(s) ce qui est impossible. C.Q.F.D. 
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Théorème 44 (Partition de l’unité) Soit X un espace topologique lo- 
calement compact. Si K € X est compact, O;j € X est ouvert et K © 


Üicjen O5, d existe f; € Ce(X) telle que 0 < f; < 1, ee ñ) PRE À 
et supp(f;) € O5. 


Démonstration. 
À chaque x € K,, associons un indice j(x) et un voisinage compact V(x) 
tels que x € V(x) C O;(). Il existe 21,T2,...,æn € K tels que 


K€ U VE: 
1<K<N 


Soient, pour 1 < j <n, 


&e. (LV) 


V(xr)CO; 


et gj € Ce(X) telle que 0 < 9; < 1, g;/K; = 1 et supp(g;) € O; (avec g; = 0 
si X; = (}). Posons 


fi = gi f2=(1-g)g, fs = (1 - g1)(1 - gj)gs, 


et 
fn = (1 g1)(1— g2)--- (1 — gn-1)9n 


de telle sorte que f; € C.(X), que supp(f;) € O; et que 


D f=1- [[ G-5). 


1<j<n 1<j<n 

Puisque 

Ke (J x, 

1<j<n 

on a bien 

D f|/K=1. 

1<j<n 
C.Q.F.D. 


Théorème 45 Soit X un espace topologique localement compact. Alors C.(X) 
est dense dans Co(X). 
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Démonstration. 

Si f € Co(X) et € > 0 sont donnés, soit X une partie compacte de X 
telle que x € K entraîne |f(x)| < €. Soit g € C.(X) telle que 0 < g < 1, 
g/K = 1 et supp(g) € X et soit h = fg. Alors |h — fx <e. C.Q.F.D. 


Si X est séparable, tout ouvert y est la réunion d’une famille finie ou 
dénombrable de parties compactes et, en particulier, X est dénombrable à 
l'infini. 

En effet, soient O une partie ouverte de X et {O, }nen une base ouverte 
dénombrable pour sa topologie. En vertu du théorème (41), on peut trouver 
des voisinages compacts V(x) des points x € O tels que 


O= {J vV(x). 


æeO 


À chaque x € O correspond un indice n(x) tel que x € On(xy € V(x). Les 
points x qui correspondent à des ouverts O,(4) distincts forment une famille 
au plus dénombrable {t»}m et l’on a 


= U Vlr). 


Remarque. 

On peut montrer qu’un espace topologique localement compact est séparable 
si et seulement si il est dénombrable à l'infini et métrisable (voir [1], chapitre 
9). 


10.1 Exercices 


Justifier toutes ses réponses. 


1. Soit (X,9) un espace topologique. Une fonction f : X — R est semi- 
continue inférieurement si f—-l(]a,+æl[) € Ÿ quel que soit a € R et 
semi-continue supérieurement si f-1(]—00, b|[) € © quel que soit b € R. 
— Montrer que la fonction indicatrice IG d’un ensemble ouvert © est 
semi-continue inférieurement. 

— Montrer que l'enveloppe supérieure sup{f, | & € A} d’une fa- 
mille de fonctions semi-continues inférieurement est semi-continue 
inférieurement. 


2. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que si F € X est fermé, toute 
suite convergente de points de F converge vers un point de F. 
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3. Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que si K € X est compact, 
toute suite de points de À contient une suite partielle qui converge 
vers un point de K. 

4. Soit (X,d) un espace métrique. Si K € X est compact, O € X est 
ouvert et K € O, soit 


ô = d(K,0°) = inf{d(x,y) | x € K,y € Of} 


la distance entre K et Of. 
— Montrer que 6 > 0. 
— Montrer que l’ensemble 


rl de K):< 072} 


est un ouvert tel que 


Soit 
d(r US) 


JE d(z,U) + d{z,U°) 
— Montrer que f € C.(X) est telle que 0 < f < 1, f/K = 1 et 
supp(f) € O. 
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11 MESURES DE RADON POSITIVES 


Soit X un espace topologique localement compact. 

Une mesure borélienne positive u sur X est localement finie si, pour 
toute partie compacte K de X, on a u(K) < +oco. Si y est une mesure 
borélienne localement finie sur X, la relation 


LP) = s de) 


définit une forme linéaire positive sur C.(X). 


Théorème 46 (Radon-Riesz) Soit X un espace topologique localement 
compact. Soit L une forme linéaire positive sur C.(X). Alors il existe une 
mesure borélienne positive localement finie y sur X définie sur une tribu 
Te telles que 

— pour toute fonction f € C.(X), 


«f) = Î Fais 


(1 représente L) ; 
— pour tout ensemble E € Ty, 


(E) = inf{w(O) | ECO, O ouvert }; 
— pour tout ensemble E € Ty ouvert ou de uy-mesure finie, 
CE) = sup{u(K) | K CE, K° compact }; 


— l’espace (X, Ty, ) est complet. 
De plus, si p est une mesure borélienne positive localement finie sur X 
définie sur une tribu SW qui représente L et qui est telle que 


p(E) = inf{p(O) | ECO, O ouvert } 
pour tout E € SH et que 
p(E) = sup{p(K)|KCE, K compact } 


pour tout E € SW ouvert ou de p-mesure finie, alors, nécessairement, H € Te 
et p = pu/H. 
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Démonstration. 
e Existence. 
Si O est une partie ouverte de X, soit 


a(O) = sup{{(f) | f € C.(X), 0 £ f £1, supp(f) CO}. 
Si K est une partie compacte de X, soit 
u(K) = inf{u(O) | K CO, O ouvert }. 


(Lorsqu'un ensemble est à la fois ouvert et compact, ces deux définitions 
coïncident bien). Si E est une partie quelconque de X, soient 


u°(E) = inf{u(O)| ECO, O ouvert } 


et 
x (E) = sup{u(K)| KCE, K compact } 


(L4(E) est la mesure intérieure de E — nous verrons un peu plus loin 
que u* est bien une mesure extérieure). On a 


Ux(E) < L*(E) pour tout EC X. 


e Pout tout ouvert O, on a 1(O) = p*(O) = u,(O). 

Puisque a*(O) < u(O), il suffit de voir que u(O) < u,(0O). On a {(f) < 
a(supp(f)) pour toute fonction f € C.(X) telle que 0 < f < 1 puisque si U 
est un ouvert quelconque contenant supp(f), il existe g € C.(X) telle que 
0<g< 1, g/supp(f) = 1 et supp(g) € U donc que {(f) < {(g) < H(U). 
Ainsi 


u(O) < sup{u(supp(f)) | f € C(X), 0 <£ f £1, supp(f) € O} 
< sup{u(K) | K CO, K compact } = u,(0). 


e Pour tout compact K, on a u(K) = L*(K) = ux(K) < +oo. 

Puisque u(K) < u,(K), il suffit de voir que u(K) < +o et cela suit 
de ce que u(K) < #(f) pour toute fonction f € C&.(X) positive telle que 
f/K = 1; en effet, donné 6 €]0,1{, soit O5 = f-!(]1 — 6, +o0[). Alors si 
g € Cc(X) est telle que 0 < g < 1 et supp(g) € O5, on a 


donc 


U(K) < H(O5) = sup{l(g) | g € C(X), 0 < g < 1, supp(g) € Os} < ——. 


e Si, pour tout n € N, O, est ouvert, 


pi [U o.) £ D H(On). 


nEN neN 


Soit en effet f € C.(X) une fonction quelconque telle que 0 < f < 1 et 
que supp(f) € U, On. Il existe des indices n1,n2,...,nn tels que 


N 
supp(f) € U] On. 
k=1 


Soit alors { fn, fn2,--., fn} une partition de l’unité au-dessus de supp(f) 


subordonnée au recouvrement {Oh,,On,,...,On,}. On a 
N N N 
ef) = 4 > Hu) = Sfr) < DC HO) < D H(On). 
k=1 k=1 k=1 neN 


e 1x est une mesure extérieure sur X. 
Il suffit de vérifier l'inégalité 


é (Us) <5rœn 


nEN neN 


Soit, pour chaque n € N, O, un ouvert tel que ÆE, € O, et que (On) < 
U*(En) + 277. Alors 


jé [U s.) <n[U 0.) < SK (En)+e. 


nEN neN neN 


e Si, pour tout n € N, O, est ouvert, 


p > o.) = N HO). 


neEN neN 
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Il suffit de voir que, pour tout N € N, 


N N 
S_u(Or) Sp œ où} 
per Tr] 


et cela, en supposant que 4 (51, On) < +oo. Soit alors fx € C.(X) telle que 
0 < fx < 1, supp(fr) € OK et u(Ox) < E(fx) + e/N. Les ensembles OZ étant 


deux à deux disjoints, on a encore 0 < se fk < 1 et supp (Si fx) C 
se OZ donc 


N N N N 
S_ (Or) ES D ES (54) +e< pu (5:01) te 
ki ki 


k=1 k=1 
e Si, pour 1<k< N, K% est compact, 
N N 
ox) - Sr 
k=1 k=1 


Soient en effet O} des ouverts deux à deux disjoints tels que Ky € O, et 
1(Ox) < u(K%) + Ee/N. Alors 


N N N N 
pi (5 D) < ji 5 où) = NU (Ox) < DU UK) + €. 
ki k=1 ed à 


k=1 


Réciproquement, soit O un ensemble ouvert tel que 


N N 
SK CO et O)<y (on) + €. 
k=1 k=1 
Alors 
N N N N 
SU A(KY) < Ÿ_ (00%) = H (5 22) £<H(O)<H (5 Ki) + € 
k=1 k=1 k=1 k=1 
eOna 
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Il suffit de voir que, quel que soit N € N, 


N N 
k=1 k=1 


et cela, en supposant que u4 (97, En) < +0. Si K% est un compact tel que 
Kr € Er et nx(Er) < u(K3) + e/N, on a 


N N N N 
SU W(Ex) < SKY) +e=/ (on) +e< Hs (on) Fé 
k=1 k=1 k=1 k=1 


Soit 
G={E TRE) = p"(E) < +oo}. 
G contient donc les parties compactes de X, les ouverts de mesure extérieure 
finie et les ensembles de mesure extérieure nulle. 


e Si E1,E2 € G sont disjoints, E1 + E2 € G et 
L°(E1 + E2) = W(E1) + W°(E2). 
On a en effet 


H CE + E2) < W°(Ei) + W°(E2) = pa(E1) + a(E2) < pu (Es + Eo). 


e E € G si et seulement si à chaque € > 0 correspondent un ensemble 
compact K et un ensemble ouvert © tels que 


KCECO et OK°)<e 


(critère de Lusin). 
Nécessité de la condition. Soient KX compact et O ouvert tels que K € 
E € O avec 


H(O)— 5 < n'(E) = HE) < H(K) +5. 


Alors (O0) = u(K) + (OK) donc u(OK°) < €. 
Suffisance de la condition. Soient un ensemble compact K et un ensemble 
ouvert © tels que 
KCECO et u{OK°)<e. 
Alors 
O<H'(E) — WE) < n(O) — H(K) = u(OK°) < €. 
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Choisissant € — 1, on a en particulier que a*(E) < u(O) < {(K) +1 < +00. 


e Si E1,E2 € G, alors EU E5, EE: et FEES € G. 
Si en effet K:, K2 sont des compacts et O1, O2 sont des ouverts tels que 
Ki C EF CO et Ko C E2 CO,ona 


KiUKo © FU € OiUO», KiKo © E1Eo © O10n, K10$ € F1E$ © O1KS 
et 
a((O1 U O2)(Ki U K2)°) = H(O1 KŸK3 U O2KŸK5) < H(O1KŸ) + H(O2K5), 
H(O102(K1K2)°) = n(O102KT U O102K5) < H(O1KT) + u(O2K5) 
et 
H(O1K5(K105)°) = H(O1KŸK3U O102K5) £ a(O1K1) + H(O2K5). 


Soit 
T={E|EK EG pour tout compact K}. 


e T contient G. 

Soient E € G et H un ensemble compact. Il existe une ensemble compact 
K et des ensembles ouverts O et U tels que KCECO, HCU, (OK°) < 
e/2 et H{UH°) < e/2. Alors KH C EH C OU et 


u(OU(KHY°) = u(OUK°U OUH°) < p{OK°) + m(UH°) + e. 


T est une tribu sur X, plus fine que la tribu borélienne 8 x. 
— X ET car G contient les parties compactes de X. 

- EET implique que E° € T car E°K = K(EKY)°. 

— Si En € € pour tout n € N, soient 


Fi= En, y BE 2" ET pour n > 2. 


Alors, pour tout compact K, F;K € G et pour tout n > 2, F,K — 
EnK(En-1K)° …. (EK)° € G. D'où 


n° (Enx) < SH (FK) = SH (FK) < Lx (Enx) < u(K) 
n n n N 
et >, FnK =, EnK € G, c’est-à-dire que [J, En € %. 
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— T contient les parties fermées de X donc contient B x. 


eSiEET, alors E € G si et seulement si p(E) < +oco. 

Supposons en effet que E € T et que u(E) < +oo. Soit O un ensemble 
ouvert tel que E € O et 1(O) < +. Alors O € G et il existe un ensemble 
compact K tel que K € O et que H(OK°) < €/2. Puisque EK € G, il existe 
un ensemble compact H et un ensemble ouvert UÜ tels que H C EK CU et 
que u(UH°) < €/2. Puisque 


E = EK + EK° CUUOK°=H+UHUOK", 


On à 
L'(E) £u(H)+e<p(EK)+e< (E) + e. 


Soit 
n= IT 
— cette définition est bien une extension de la fonction y définie précédemment 
sur les parties ouvertes ou compactes de X. 


e 1 est additive. 
Si les ensembles Æ, € € sont disjoints deux à deux, on a 


Pour l’inégalité opposée, on peut supposer que u (9°, En) < + auquel cas 
SU U(En) EE Ÿ u(En) < Hx 5 5) — H 5 5) É 
nm nm nm nm 


e 1 représente L. 
Il suffit de voir que si f € C.(X), on a 


US) < Ve f du, 


l'inégalité réciproque s’en déduisant en considérant — f. Soient K — supp(f), 
a,b E R tels que f(X) C]a, b] — on peut supposer que a < 0, n € N arbitraire 
et 


k 
y = a + —(b— a). 
n 


91 


Posons, pour 1 <k< n, 


Er = f ([ur-1, Ykl). 


Soit O4 un ouvert tel que E4K € Ox € f- (la, yrl) et que 
L(Ox) < H(ExK) + 


Soit enfin {f1,f2,..., fn} une partition de l’unité au-dessus de X subor- 
donnée au recouvrement {O1,02,...,On}. On a 


pa(£rn) = Jeu En 
k=1 
= (x — a)(fr) +aS 4 fe) = JU (ur — a)E(fx) + al (51) 


£=T E=1 k=T k=1 
< Dur — a)E(fe) + an(K) £ D (ur — a)A(Or) + au(K) 
k=1 k=1 
< > (ur — a) (utEL) + à) + au(K) = SN yru(ErK) + (om+o 
k=T k=1 
< fr au+ ut + PSE. 


L'espace mesuré (X,%, 1) obtenu est donc un espace (X, Ty, y) possible. 


e Unicité. 

Si p est une mesure borélienne positive localement finie sur X,, définie sur 
une tribu ÿ{, et ayant les mêmes propriétés que la mesure u précédemment 
obtenue, pour tout compact K, on a p(K) — u(K). Soient en effet O un 
ouvert quelconque tel que K € O et f € C.(X) une fonction telle que 
0<f<1,/f/K =1et supp(f) € O. Alors 


nn) = | ik au< fran fr 4p< [ 10 = 0) 


de telle sorte que u(K) < p(K). De façon symétrique, p(K) < u(K). On a 
donc p(O) = (O) pour tout ouvert O puis p(E) = u(E) pour tout ensemble 
E € TU = SH car si E E Het K est compact, 


L°(EK) = p(EK) = p(EK). 
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C.Q.F.D. 


Exemple. 
Soient xo € X =R et {(f) = f(xo). La mesure de Radon-Riesz associée 
est la mesure de Dirac en xo, {x}; définie sur $(R) par 


1 sixo€eE, 
Ô{æ0}(E) = 


O0 sinon. 


C’est une mesure de probabilité dont la fonction de répartition est la fonction 
de Heaviside, H(x — xo), définie par 


0 si 0 
na) = | Si Z < Ù, 


1 sinon. 


Une mesure de Radon positive sur X est une mesure borélienne 
positive localement finie 4 sur X définie sur une tribu & y-complète et telle 
que 

— pour tout EE%, 


u(E) = inf{u(O) | E € O,0 ouvert }; 
— pour tout E € € ouvert ou de mesure finie, 
u(E) = sup{u(K) | KCE,K compact }. 
Une mesure borélienne positive u sur X est une mesure régulière si, 


pour tout ensemble mesurable £ € X et pour tout € > 0, il existe un 
ensemble ouvert © et un ensemble fermé F' tels que 


FCECOe OF) <e. 


Si u est régulière et Æ est mesurable, il existe donc un ensemble Ÿ 
intersection finie ou dénombrable d’ensembles ouverts et un ensemble A 
réunion finie ou dénombrable d’ensembles fermés tels que 


ACECT, et mTA®)=0. 


En particulier, si la tribu T sur laquelle u est définie est u-complète, 
L=(Bx)n: 


Exemple. 
Toute mesure de Radon positive finie sur est régulière. 
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Théorème 47 Soient X un espace topologique localement compact, dénombrable 
à l’infini et u une mesure borélienne positive sur X. Alors 1 est régulière si 
et seulement si pour tout ensemble mesurable E, 


u(E) = inf{u(O)| ECO, O ouvert } = sup{u(K)| KCE, K compact }. 


Démonstration. 

La suffisance de la condition est immédiate. 

Pour la nécessité, donné € > 0, soient O ouvert et F fermé tels que 
FCECO et (OF) < €. Alors 


u(O) = u(E) + (OE°) < u(E) + (OF) < u(E) + €. 


Pour la seconde équation, soit X = |), H, une exhaustion de X par une 


suite de parties compactes croissantes H, telles que H}, € H n+1 (théorème 
(42)). Soient F,, un ensemble fermé et O,, un ensemble ouvert tels que F, € 
EHy € O, et que u(O,F$) < €. Fn € H, est compact. Par continuité, 
u(E) = lim» U(EH,) donc, pour n assez grand, 


UE) < H(EHn) + € = H(Fn) + U(EHnFn) + € < H(Fn) + 2e. 
C.Q.F.D. 


Théorème 48 Soit X un espace topologique localement compact, dénombrable 
à l'infini. Toute mesure de Radon positive u sur X est régulière. 


Démonstration. 
Soit X = U), H, une exhaustion de X par une suite de parties compactes 


oO 
croissantes H, telles que H}, CHh+1. Soit E un ensemble mesurable. En 
vertu du critère de Lusin, il existe X, compact et O,, ouvert tels que 


KE BHH, à CO MOEKR>) ee) 


L'ensemble F = |), K, est fermé. Soient en effet x € F° et V un voisinage 
compact de x. Il existe N tel que V € H, pour tout n > N. Alors V° 2 
H$ 2 Kh41 pour tout n > N. Donc VKYŸKS :-- KŸ est un voisinage de x 
entièrement contenu dans F°. L'ensemble O = Ü, ©, est quant à lui ouvert 
etonarFrCÆECOet 


LOF) < SC H(OnKy) < €. 


C.Q.FD. 
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Théorème 49 Soit X un espace topologique localement compact séparable. 
Toute mesure borélienne positive localement finie 1 sur X est régulière. 


Démonstration. 

Soit u, la mesure de Radon positive engendrée par y. Pour tout ouvert 
O, pu(O) = (0). En effet, soit O = U,, Kn une représentation de O par 
une famille finie ou dénombrable de compacts. Soit f1 € C.(X) telle que 0 < 
fi <1, f1/K1 = 1 et supp(f1) € ©. Supposant les fonctions f1, f2,..., fn € 
Ce(X) telles que 0 < f; <1, 


J5/K1 0 KaU UK; U supp(f1) U supp(f2) U ::: U supp(f;-1) = 1 


et supp(f;) € © pour tout indice j = 2,...,N, nous pouvons construire 
fn1 € Cce(X) telle que 0 < fv+1 < 1, 


fv1/K1 0 Ko U ++. U Kn+1 U supp(f1) U supp(f2) U ++ Usupp(fn) = 1 


et supp(fv+1) € O. Ces fonctions f, croissent alors vers la fonction Io et 
l’on a 


HO)= mn, ff du = Em ff dus = mo) 
X n—+oo Jx 


n— +00 


Comme maintenant y, est régulière, donné un ensemble E mesurable, il 
existe un ensemble fermé F et un ensemble ouvert © tels que FCECO 
et u(OF°) = u,(OF®) < e. C.Q.F.D. 


Théorème 50 Soit X un espace topologique localement compact. Soit 11 
une mesure de Radon positive sur X, définie sur &. Pour tout p € [1, +, 
C.(X) est dense dans Li(X,T). 


Démonstration. 

Il suffit de voir que toute fonction étagée intégrable D € E!(X,T, u) peut 
être approchée en moyenne d'ordre p par une fonction f € C.(X), c’est- 
à-dire que toute fonction indicatrice I% peut l'être. Cela suit du critère de 
Lusin. Si X est un ensemble compact et © est un ensemble ouvert tels que 
KCECO,u(OK°) <eet si f € C.(X) est telle que 0 < f <1, f/K=1 
et supp(f) CO,ona 


Jur-ter = | f-IrP du<e 
X OK° 
C.Q.FD. 
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Théorème 51 (Lusin) Soit X un espace topologique localement compact. 
Soit u une mesure de Radon positive sur X, définie sur &. Si f € LO(X,T) 
est une fonction telle que u(supp(f)) < +oo, à chaque € > O0 correspond une 
fonction g € C«(X) telle que a({x | g(x) Æ f(x)}) < €. 


Démonstration. 

Puisque u{(supp(f)) < +oo, il existe un ensemble compact Æ tel que 
K € supp(f) et que y(supp(f)K°) < €. En considérant éventuellement 
f1 = fIx, on peut supposer que supp(f) est compact. 

Puisque les ensembles 


Ex = {x ||f(@) > R} 


décroissent vers ( et sont de mesure finie, il existe k tel que (Ex) < €. En 
considérant si nécessaire f2 — fIr,, on peut supposer que f est bornée. 

Soit O un ouvert tel que supp(f) € © et H(Osupp(f)°) < € et soit 
h € C(X) telle que 0 < hk < 1, h/supp(f) = 1 et supp(h) € O. En 
considérant s’il le faut 


_ f—hinf{0,inff} 
_ supf —inf{0,inf f}” 


on peut supposer que 0 < f < 1. 
Soient 


3 


Ens = f7"([0,27"), Eux = F7 ((E—1)27",k27"]) pour 2<k<n 


et 


Uniformément sur X, 
1 
f=pi+ D (On+1 — Pn) = 1 + >» 5nEi LE 
neN neN 

où 

2n 

RC as 70) 

k=1 

Si les X} sont des ensembles compacts et les O, sont des ensembles ouverts 


tels que 
Ko € E12 COCO, Kn C Fn C On CO, 
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H(OnK3) < e/2"+7, 


si les gn € Ce(X) sont des fonctions telles que 0 < g9gn < 1, 9n/Kn = 1 et 
SUPP(9n) € On et si, enfin, 


1 1 
9 — 390 + ÿ gn+1 9n 
neN 


alors g € C«(X) et 


(x | g(x) À (x) < DC H(OnKS) < e. 


n>0 
C.Q.FD. 
On dénote par x = (%1,%2,...,%n) un point de R”, donc fx = 
sup{læil,[x2l,...,[t|} et [x] = X52 2 . Si f € Ce(R*), posons 


SNA =s re N° Re?) 


keZ”\{0} 


— la fonction f étant à support compact, la somme multiple est en fait finie. 
Alors 


E(P)= im Sn(f) 


existe et définit une forme linéaire positive sur C.(R”). On a en effet 


Sn (f) — SwrP(PI < Asup{| f(x) — FH) Ie — yllo < 2727} 


si À > 0 est tel que supp(f) € [—A, A”. La fonction f, étant à support 
compact, est uniformément continue de telle sorte que le membre de droite 
de la dernière inégalité tend vers 0 lorsque N tend vers +oo. Si uy, est la 
mesure de Radon positive qui représente #,, on a 


pu, (P) = (b1 — a1)(b2 — a2) ++: (bn — an) 
pour tout pavé 
P={a1;61)-X (as, bo) X +: K (as, bn): 
On déduit de cela que y, = À1 et que 
pe (ÆEi X E2) = inf{ue, (O1 X Où) | Fi € O1, Où ouvert , E2 € O2, O2 ouvert } 


— inf{A2(O1 X O2) | Fi € O1, Où ouvert , E2 € O2, O2 ouvert } — X(E1 X E2) 
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pour tout E1 x E2 € £r x £r ce qui implique que y, = A2. On dénote 
donc 4, par À,, la mesure de Lebesgue sur R” et par £pr la tribu de 
Lebesgue sur laquelle elle est définie. Les propriétés suivantes découlent des 
théorèmes démontrés antérieurement ou se démontrent de façon analogue : 


1. LR =. (Br), ; 
2. An((a1, bi) X (a2, b2) KES X (de bn)) — (b1 = a )(b2 = a2) FR (bn = An) ; 
3. pour tout E € £mr, 
MX(E) = inf{Ah(0) | E € O,0 ouvert } = sup{An(K) | KC E,K compact }; 


4. si 1 < p < +00, f € LP(R”, £pr, M) et si e > O, il existe g € Cc(R”) 


telle que 
If — gp < 6 
5. si f € L'(R, £rn, à) ou si f € LR", £pr) est positive, pour tout 
1<m<n, 


fd= [| dm | fe 
R? R? n—m 


6. la tribu £pr est fermée sous translation et la mesure À, est invariante 
sous translation. 


Soient O,ÙU € R” des ensembles ouverts. Un difféomorphisme de 
classe C() entre O et U est une application bijective ® : O — U, y = D(x), 
telle que les composantes ®; et ( de ® et ?—! admettent des dérivées par- 
tielles continues. Le jacobien J4 de ® est le déterminant de la matrice ®’ 
des dérivées partielles des fonctions ®; (la matrice de Jacobi de la transfor- 


on) > 
Ja(x) = dét É &). 


Théorème 52 Soient O,ÙU € R” des ensembles ouverts et ® : O — U un 
difféomorphisme de classe C entre O et U. Si f : U — R est mesurable 
et positive ou si elle est intégrable sur Ü, on a 


rw ) da = [ r@tx DIJe(] du (x). 
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Démonstration. 
Il suffit de considérer le cas où f est une fonction mesurable positive. 
e La relation 

u(E) = XM(P(E)) 


définit une mesure borélienne positive localement finie sur O. Montrons que 
cette mesure est absolument continue par rapport à Ày. 

Si C est un cube ouvert tel que C € O, le théorème des accroissements 
finis entraîne que 


PC) — P(y)ll2 <nsup{|S’(2)ll | 2 € CFIx — yll2 
pour tout x,y € C donc 


An(8(C)) < (26(8(0)))" < (2nsup{|lF’(2)|le | 2 € C}6(C))" 
= (27° sup{||&' (2) | z € CH" (OC). 


Donné un ensemble À € O négligeable pour y, soit 
Ka = {x | d(x, K) < d}. 
Choisissons d > 0 pour que 
KCKaCKiCO 


et recouvrons À par un nombre fini de cubes ouverts C4 tels que © € Ky 


et 
DAC) < €. 
k 
Alors 
An(B(Cx)) < (2n%° sup{||P’(2)|l | Z € Ka})"An(Ox) 
et 
Xn(B(K)) < ŸA(S(C)) < (2n%/?sup{[L'(2)|le | 2 € Ka})” D An(Cx) 


k k 
< (27%? sup{||’(2)l+ | z € Ka})"e. 


Ainsi À est aussi négligeable pour 4. La régularité des mesures impliquées 
entraîne que y est absolument continue par rapport à À. 
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e Soit g la dérivée de Radon-Nikodym de y par rapport à À,. La fonc- 
tion g : O — R est une fonction mesurable, positive et intégrable sur tout 
compact et pour tout ensemble mesurable E € O, on a 


U(E) =) dÂn = | g dAn, 
&(E) E 


Jeu dm = | 1 9 du 
R? R? 


c’est-à-dire que pour tout ensemble mesurable F € U, 


[te au) = [3-14 60 969 du69 = [ 17869) 960 60 


ou encore 


| id) f Lr(8(x)) g(x) dXA (x). 
U O 


Par linéarité, pour toute fonction mesurable positive étagée D : U —R, 


= œlr, 
k 


[ou ) du = [ #60 x) d\u(x) 


et, par convergence monotone, pour toute fonction mesurable positive f : 


U—R, 
L'o ) du = [ r@60 x) du (x). 


e Il reste à voir que 


g(x) = [J&(x)| À — presque partout 


. Del 
E 


pour tout ensemble mesurable E£ € O. Il suffit pour cela de voir que chaque 
point x € © est contenu dans un pavé ouvert P, tel que 


autrement dit que 


- | el d\ (2) 
P 


pour tout pavé P € P,. La relation à démontrer s’ensuivra alors, d’abord 
pour ÆE compact (limite de sommes finies de tels pavés), ensuite pour Æ 
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quelconque (par régularité). Nous démontrons l'équation (2) par récurrence 
sur la dimension n car lorsque n — 1, elle découle du théorème fondamental 
du calcul : 


b 
|b(D) — &(a)| = | (P'(x)| dr. 


Supposons donc l’équation (2) vérifiée pour n — 1. 
La relation (2) est vraie si ® laisse une coordonnée invariante. Supposons 
pour simplifier l'écriture que ® ne change pas la dernière coordonnée. Alors 


Hal = [à] 
en désignant par J3 le jacobien des fonctions & — (D1,P2,...,Ph_1) par 
rapport aux variables X = (x1,2%2,...,%n-1) et 


LP = Tl(a, bn) 
en écrivant 


P — (a1,0b1) X (a2, b2) K ee (ons but) X (an; On) —= P X Cas Dre le 


Ainsi 
[2e69 LeGol due) = [ du(ale,s)(en) [166 14 GO! dr 
= | Las En)An-1(&(P)) den) = F Len) En)}n-1(8(Pz.) (En) 

R R 


= An(B(P)). 


Tout difféomorphisme de classe C1) peut localement s’écrire comme la 
composition de difféomorphismes de classe C4) qui laissent au moins une 
coordonnée invariante. Si, par exemple, on a 


0?» 
OT; 


(xo) À 0, 
en désignant par r la permutation des coordonnées x; et x, et en posant 


PK) = iirrsue, (i de... :%n)) 


nous obtenons, en vertu du théorème des fonctions inverses, une fonction Ÿ 
inversible dans un voisinage de T(xo) ce qui permet d'écrire 


B—(Po(Yor) ljoYor 
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où Yoret bo(Yor) ! laissent toutes deux une coordonnée invariante. 
C.Q.FD. 


Exemple. 
Si D : R* — Rest une transformation affine, 


P(x) = Ax + b, 


On à 


A(P(E)) = dét(A) À, (E). 
En particulier, la mesure de Lebesgue est invariante sous les transformations 
orthogonales. 
11.1 Exercices 


1. Soient X un espace topologique localement compact et 4 une mesure 
de Radon positive finie sur X. Montrer que la forme linéaire positive 
L, associée, 


ef) = 1e f du, fECX), 


est continue et 
él = HCX). 


2. Soient X un espace topologique localement compact et £ une forme 
linéaire positive continue sur C.(X). Montrer que la mesure de Radon 
positive uy qui la représente 


uf) = L fé EC 


est finie et 
me(X) = ||. 


102 


12 MESURES DE RADON SIGNÉES 


Soit X un espace topologique localement compact. 

Une mesure de Radon signée z sur X est une mesure signée qui est la 
différence de mesures de Radon positives finies v* et = sur X, étrangères 
l’une à l’autre : 


Elle est définie sur la tribu 
(Bxh+(Bx)- = (Bx)u. 


M(X) désigne l’espace des mesures de Radon signées sur X. Si v E MUX), 
on pose 
Iwx = 121(X). 


Lorsque X est compact, toute forme linéaire positive { sur C(X) est 
continue et |£] = {(1) = uy(X). 


Théorème 53 Soient X un espace topologique compact et { E (C(X))*. 1 
existe une et une seule paire {T, {7 € (C(X))* positives telles que 


L= Et, NA = NE + UE. 


Démonstration. 
e Existence. 
Si f € C(X) est positive, soit 


L(F) = sup{l(u) [ue C(X),0<u< f}. 
Si f1, f2 € C(X) sont positives, on a 
LP + fe) = (1) + LFP). 


En choisissant en effet u € C(X) telle que 0 < ui < f1 et (fi) < E(u1) + 
e/2 et u2 € C(X) telle que 0 < u2 < f2 et {T(f2) < U(u2) + €/2, on obtient 


LT (f1) + LT (fe) < L(u1) + L(ua) + € = Lui + uo) + € < ET (fa + fa) + e. 


Réciproquement, si u € C(X) est une fonction quelconque telle que 0 < u < 
fi + f2, en posant ui = inf{fi,u} et ua = u — uw, on obtient 


{(u) = Lui) + Lu) < LT (A) + LCR). 
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Si f € C(X) est une fonction quelconque, soit 
CT 


Cette définition est en fait indépendante de la représentation de f comme 
différence de deux fonctions positives ce qui fait que 


Li + 2) = {* (fi + f5) — 2 (fi + fo ) = {À (f1) + LT (2). 


D'autre part, on à {*(af) = al*(f) quels que soient f € C(X)eta ER 
ce qui montre que {* est une forme linéaire positive sur C(X). La forme 
linéaire continue 


RES AE 


est en fait positive : si f € C(X) est positive, 


L(F) = sup{(u) lu € C(X),0 <u < f} — {(f) 
= sup{t(u — f)|u— fEC(X),-f<u—f<0} 
= sup{£(v) | ve C(X),-f <v<0}>0 


On a évidemment 


PESTMIEA TE 


D'autre part, soient un, Un € C(X) des fonctions telles que 0 < un < 1, —1 < 
Un < 0, que 
l£*] = £*(4) = lim {{u) 
n— +00 


et que 
IE = EC) =, lim (un). 
Alors |lun + vnllx < 1 donc 


MEU+ UE =, Len, En + on) < Né. 


e Unicité. 

Soit £ — {1 — {> une autre représentation de £ comme la différence de 
deux formes linéaires positives. Pour toute fonction f € C(X) positive, 
€ (P) = sup{{(u) | u € C(X),0 < u < f} < sup{li(u) | ue C(X),0<u < f} = 4(f) 
de telle sorte que 


L=t-0 —=t 0 
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est une forme linéaire positive sur C(X). Si l’on à aussi 
LT (D) +47 (1) = 40) +801) 


on en déduira 


c’est-à-dire 
C.Q.F.D. 


Théorème 54 Soit X un espace topologique compact. Alors (MX), ||||x) 
et (C(X))* sont des espaces de Banach isométriques. 


Démonstration. 
e Soit LE (C(X))*, £ = LT — LT avec [[/] = |£*|] + [£7 ||. Vérifions que 
les restrictions à la tribu 
(Bx)+(Bx),- 


des mesures de Radon positives 2? = vy+ et v= = 1y- qui représentent ces 
formes linéaires positives sont étrangères l’une à l’autre. 

Soient fn € C(X) des fonctions telles que | fall < 1 et |[/] = limy_,100 {( fn) 
c’est-à-dire telles que 


E (1) + € (0) = lim (2 (fn) — ET (fn) 


= nn, (fort avt frs avt - fit ar + fs ar). 


Cela entraîne d’abord 


et ensuite 
lim Fodor = (Xi). ln . dr =v (X) 
n— +00 n— +00 X 
lim | Ï, dv =0, lim Fear 
n— +00 n 0 J x 


Ainsi 
lim 1 filh =0 dans L'(X,(Bx),+(Bx).-,v*) 


et 
lim fil =0 dans L'(X,(Bx)+(Bx)-,27). 


En considérant si nécessaire des suites partielles, on peut supposer que 


ln fl pps 


n— +00 
et que 
lim ff =0 v--p.p. sur X. 


n— +00 


On voit alors que * est concentrée sur l’ensemble 
D={x| lim f(x) =1} 
n— +00 


et que v_ est concentrée sur D° de telle sorte que 


est une mesure de Radon signée qui représente Ÿ et qui est telle que 


Illx = 11) 


eSoitrv EM(X),v =vt-1,1vtet v étant étrangères l’une à l’autre. 
L’équation 


«f) = L f dv, fe C(X) 


définit £ e (C(X))* telle que ||/] < |||x. Vérifions que |7|(X) < [EI]. Si v* 
est portée par D et si v_ est portée par D°, soit # = In — Inc de telle sorte 
que 


CREER TZ 


Soit, en vertu du théorème (50), f € C(X) telle que 


fu-s dl <é 
X 


1  sil< f(x), 
g(x) = 4 f(x) silf()]<1 
—1 si f(x) < —-1. 


et posons 
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Alors g € C(X), [gl < 1 et 


fx dv< | \f - #| db 
X X 


de telle sorte que 
Go = fo d+ [ad <e+ le: 
X X 


e Soient 21,71 € MX), 1 = vi — 1j et V2 = VS — v,. Soient 4, et 
{mn les formes linéaires positives associées aux mesures de Radon positives 
vi + vj et v] +1; respectivement. Soit encore { = £, — {, et écrivons 
L=L EE, || = |] +18 1. Soient enfin v* et = les mesures de Radon 
positives représentant /T et {—. Ces mesures sont étrangères l’une à l’autre 
et puisque 


fr aet +t +0 = | f d(vr + v7 +vt) 
X X 


quelle que soit la fonction f € C(X), 


vi + vi + O=V +V + 
c’est-à-dire 
Vi + Vo — AA DE - M(X). 
Ainsi M(X) est un espace vectoriel et l’application MX) — (C(X))* 


définie par 
as)= [7 à 


constitue une isométrie. C.Q.F.D. 


12.1 Exercices 
1. Soient X — [0,1] et {(f) — f(1) — f(0). Déterminer £* et { et vérifier 
la relation |{|| = ||£*|| + ||" || sur cet exemple. 


2. Soit X un espace topologique localement compact. Vérifier que la 
somme « de deux mesures de Radon positives 1 et u2 sur X est 
encore une mesure de Radon positive sur X. 
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